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1. Analisi complessa

1 Analisi complessa

L'analisi complessa consiste nello studio dei metodi del calcolo infinitesimale applicati alle funzioni che hanno
per dominio e codominio insiemi di numeri complessi. Studiarla & utile per due motivi. Il primo sta nel fatto
che molti modelli matematici e molte applicazioni ingegneristiche richiedono ['utilizzo dei numeri complessi.
Il secondo motivo risiede nella semplificazione che certe tecniche di analisi complessa operano su alcuni
problemi tipici dell’analisi di funzioni reali.

1.1 Funzioni complesse di variabile complessa
1.1.1 Numeri complessi

Indicheremo con z un numero complesso. Sappiamo che qualsiasi numero complesso pud essere espresso in
tre forme: algebrica, trigonometrica ed esponenziale. Ai nostri scopi la forma pilu comoda & quella
algebrica:

z=x+1-y

dove z € Ce z,y € R. Osserviamo che l'insieme dei numeri complessi C pud essere messo in relazione
biunivoca con R?: pensiamo a un vettore di due componenti dove la prima componente rappresenta la parte
reale x mentre la seconda la parte immaginaria y.

1.1.2 Funzioni

Sia f una funzione complessa a variabile complessa: la indicheremo con:
f:AcC—-C

In genere se la funzione & definita su tutto C diremo che ¢ intera e potremo scrivere f : C — C.

Invirtu del fatto che un numero complesso pud essere pensato anche come un vettore in R?, la nostra funzione
la possiamo interpretare come una funzione da R? in R? e scrivere: f : R? — R2.

Non solo: possiamo vedere la nostra funzione come U'insieme di due funzioni da R? a R. Per esempio, se la
nostra f prende il numero complesso z e lo trasforma nel numero complesso g allora possiamo considerare
due funzioniu : R? - Rewv : R? — R, dove u prende la parte reale e la parte immaginaria di z e la trasforma
nella parte reale di g, mentre la funzione v prende la parte reale e la parte immaginaria di z e la trasforma nella
parte immaginaria di g. Possiamo quindi scrivere:

[ ~p(,y) =u(z,y)+i vz,y)

Si faccia attenzione al fatto che non tutte le coppie di funzioni da R? a R possono rappresentare una funzione
complessa, occorre che rispettino un vincolo noto come condizione di monogeneita che verra discussa
successivamente.

1.1.3 Limiti, continuita e derivabilita

In virtt del fatto che una funzione complessa pud essere pensata come una funzione a due variabili, molti
strumenti del calcolo differenziale per l'analisi complessa sono deducibili dalla teoria delle funzioni a piu
variabili.

Il significato di limite e molto simile: lim,,,, f(z) = [ significa che |f(z) — I] — 0 quando |z — zy| — 0, dove il
modulo di un numero complesso z = x + i - y € definito come |z| = /22 + y? ed &€ sempre non negativo.
Questa definizione ci consente di introdurre il concetto di continuita e, come per l'analisi di funzioni reali,
deduciamo che una funzione complessa & continua nel suo dominio se e solo se per ogni sottoinsieme aperto
del suo codominio la controimmagine della funzione € un insieme aperto. Per la continuita in 2z & sufficiente
che siabbial = f(zg).

Quanto alla derivabilita dobbiamo specificare che non potendo piu parlare di rapporto incrementale, il campo
complesso non & ordinato e dunque non e ben definito il concetto di incremento, penseremo alla derivata
come al tasso di variazione dei valori della funzione. La formulazione tuttavia € la stessa.



1.1 Funzioni complesse di variabile complessa 1. Analisi complessa

Diremo che f e derivabile in zg se esiste finito il seguente limite (che viene dunque chiamato derivata di

1)
lim f(2) = f(20) —{h=2— 2} = lim f(20 +h) — f(20)

z—20 zZ— 20 h—0 h

Dove h & un numero complesso, e quindi pud essere pensato in R? come una direzione (& percio 'analogo della
derivata direzionale). Si noti che per questa definzione si € considerata f : C — C, poiché, in caso contrario,
non avrebbe senso dividere una quantita per un vettore.

1.1.4 Differenziabilita

Definizione 1.1
Diremo che f ¢ differenziabile in z; se Ja € C tale che f(zo + h) = f(z0) + ah + o(|h|) per h — 0.

Nella formula analoga in R?, il vettore gradiente assumeva il ruolo di a. Nel caso complesso, invece, abbiamo
a = f'(z0) € C, cioé la derivata della funzione nel punto z, che rispetto al campo complesso e uno scalare.
Introduciamo ora un concetto inedito, fondamentale per lo sviluppo della teoria.

Definizione 1.2
f sidice localmente olomorfa in z, se esiste un intorno di zg dove ¢ differenziabile.

Definizione 1.3
Sia A € dom(f) < Cinsieme aperto.
f sidice olomorfain A (e si usa la notazione f € H(A)) se e localmente olomorfa Vz € A.

1.1.5 Condizioni di monogeneita

Consideriamo la derivata direzionale lungo la direzione h, con h € C, |h| = 1:
Duf(e) =l TEXEWZIE gy ey

Concentriamoci ora sulla derivata lungo le direzioni h = 1 e h = i. E facile dedurre che derivare la funzione
complessa lungo queste due direzioni equivale a derivare la funzione complessa nella forma scomposta f ~
o(z,y) = u(r,y) +i-v(z,y) lungo x e lungo y. Otteniamo quindi i seguenti vincoli:

of of v

(=16 S =i

Da questi si deducono facilmente due condizioni che la componente reale u e quella immaginaria v devono
soddisfare, dette condizioni di monogeneita o di Cauchy-Riemann (CR):

ou ov ou ov
%(2)—@(2) fy(z)—*%(z)
Scritte piu semplicemente: u,(z) = vy (2) € uy(z) = —v,(2). Spesso si abbreviano scrivendo condizioni CR. In

pratica questi sono due vincoli affinché la funzione u + i - v sia differenziabile.

Teorema 1.4: olomorfia e condizioni di monogeneita
Sia A < C un aperto nonvuoto,siaze Aesiaf: A— C.
Allora
feH(A)

se e solo se u e v sono differenziabili e sono verificate le condizioni di monogeneita.

Si considerino i segunti esempi:
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Esempio
Si consideri la funzione che restituisce il coniugato del numero complesso: f(z) = z: si deduce che
u(z,y) =z ev(x,y) = —y. Le due funzioni sono differenziabili, tuttavia non soddisfano le condizioni CR
e dunque la funzione non & olomorfa.

Esempio
Si consideri una funzione cosi definita:

f(Z){O e

|z] altrimenti

Le funzioni u e v, pur soddisfando CR, non sono pero differenziabili. Dunque f non & differenziabile.

1.1.6 Funzioni armoniche

Supponiamo u,v € C2. Derivando le condizioni CR otteniamo ug, = Uy € Uyy = —Uyy. Grazie al teorema di
Schwarz possiamo scambiare l'ordine di derivazione e sommando membro a membro otteniamo: ugy + uyy =
Vyg — Uy da cui

Ugg + Uyy = 0

Il membro sinistro dell’espressione non ¢ altro che il laplaciano diu, ovvero la traccia della matrice hessiana di
u: V2u = Au = Y, uy,,,. Dunque abbiamo ricavato che Au = 0. Possiamo seguire lo stesso ragionamento per
v: derivando in modo opportuno le condizioni CR abbiamo uz, = vyy € uye = —va,, Sottraendo ricaviamo che
Ve + Vyy = 0, cioe Av = 0. Abbiamo dunqgue trovato una forma alternativa delle condizioni di monogeneita.
Inoltre osserviamo che vale:

Au=Av=0 = Af=0 (f=u+iv)

Definizione 1.5
Una funzione f e C? il cui laplaciano & nullo si dice armonica.

Definizione 1.6
SeAu=0,Av=0¢e f =u+i-v,alloradiremo che u e v sono armoniche coniugate.

Esempio
Data la funzione u(z,y) = 2? — y?, trovare la sua armonica coniugata.
Si verifica subito che il laplaciano di « & nullo. Le condizioni CR si concretizzano nelle equazioni u, =
20 = vy Uy = =2y = —Ug.
Da queste si deduce il gradiente della funzione cercata: Vv = (2y, 2z). Allora v(x,y) = 2zy + ¢, dove
C & una costante arbitraria. Infine, la funzione complessa che ha come componenti le due funzioni
armoniche scritte sopra & f(z,y) = 22 — y* + 2izy = (v +iy)? = 22

Ci chiediamo ora, data una funzione u armonica in A aperto di C, quando esista una funzione armonica v tale
che f = u +i- v siaolomorfa. Se ciod vale, u € detta armonica coniugata di v, e viceversa.
Vedremo ora come l'esistenza sia garantita sotto ipotesi sul dominio non troppo restrittive.

Teorema 1.7: dell’armonica coniugata
Sia A semplicemente connesso e u armonica in A.
Allora esiste una funzione v armonica coniugata di u in A. Tale funzione & unica a meno di una costante
additiva.

Esercizio
Trovare l'armonica coniugata di u(z, y) = e sin(y).

Soluzione: v = —e® cos(y),dacui:.f(z, y) = e® sin(y) — ie® cos(y) = —ie®.
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1.2 Estensione di funzionidaR a C

Cerchiamo ora di estendere una funzione reale f : R - R,z — y = f(x) a una sua analoga nel campo
complesso f: C — C, z — y = f(z), con l'obiettivo di mantenere le stesse proprieta che aveva in R.

Nello specifico, vorremmo trovare 'estensione olomorfa di f, poiché 'olomorfismo & una richiesta di regolarita
simile e omologa, seppur non equivalente, all'appartenenza alla classe C! nel caso reale.

Teorema 1.8: unicita dell’estensione olomorfa
Sia f : I — R una funzione differenziabile, con I < R.
Se esiste A a valori complessi tale che I © A, e se esiste una funzione ¢ € H(A) tale che p = f su I,
allora tale funzione ¢ & unica.

Ilteorema fornisce unrisultato diunicita: l'esistenza di una estensione olomorfa, infatti, non & garantita neanche
per funzioni molto regolari.

Esempio
Trovare l'estensione olomorfa di f(z) = z |z|.
E noto che f € C1(R). Partendo dall’intervallo nel dominio I; = (—1,0) si trova facilmente l'estensione
¢1(2) = —2%. Similmente, con I, = (0,1) si trova ¢»(z) = 22. Entrambe le estensioni sono olomorfe e
uniche nei rispettivi intervalli.
Prendendooral =1; u {0} u Iy = (—1,1), siincorre in un problema: la funzione risultante dal sistema
delle due estensioni precedenti non & nemmeno continua su tuttii punti non nulli dell’asse immaginario:
per esempio, p1(i) = 1 # @o(z) = —1. Visto che manca la continuita, condizione necessaria per la
derivabilita, non esiste l'estensione olomorfa di f sull’intervallo (-1, 1).

Nel caso delle potenze intere, 'estensione € possibile e di grande importanza per gli sviluppi futuri della teoria:

Teorema 1.9: estensione olomorfa per potenze intere
Sia f(z) = 2™, conn e N.
Allora esiste ¢ estensione olomorfa di f su C, ed essa ha la forma ¢(z) = 2".

Per linearita la proposizione si dimostra vera anche per le somme di potenze, comprese le somme infinite
numerabili (le ben note serie di potenze). Cid “sblocca” anche le serie, dunque ora si pud garantire 'esistenza
di un’estensione, identica tra il caso in R e il caso in C, anche a molte altre funzioni che assumono tale forma
grazie ad uno sviluppo in serie di Taylor, a patto di rispettare i vincoli di convergenza (ovvero essere all'interno
del cerchio avente raggio di convergenza R):

400 400
flz) = Zanx” —  f(z) = Zanz" Vz:|z| <R
n=0 n=0

La naturalezza con cui si pud operare questa estenzione indica la “propensione delle serie di potenze ad abitare
nel campo complesso”, quasi si trattasse del loro “habitat naturale”. Per capire meglio questa affermazione
consideriamo questo sviluppo (si fa uso della serie geometrica, vedi sotto):

1+22 1— (—22) = 7;0(*1) (z%)

L'estenzione e valida quando |z| < 1. Luguaglianza non vale per z = i: in quel punto la serie diverge. Pur
essendo un problema “immaginario” esso ha conseguenze sulla convergenza in campo reale: infatti, la serie ha
raggio di convergenza unitario proprio a causa di questa sola irregolarita.

Di seguito alcuni risultati particolarmente significativi:

- La serie geometrica =~ = 3" 1", si estende identica in = = 37% 2", con la condizione |z| < 1;

1—z = 4&dn=0

« Lefunzionitrigonometriche e iperboliche sin z, cos z, sinh z, cosh z sono le estensioni delle relative funzioni
reali;

« La funzione inversa arctan  si estende in arctan z a patto che |z| < 1,

10
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40 7
n=0 n!"

Tralasciamo per il momento le estensioni dilog(1 + z) e (1 + 2).

« Lafunzione esponenziale ha estensione e* =

Per ulteriori esempi di sviluppi in serie si veda il prontuario a fine libro.

Alla luce di queste estensioni “funzionali”, possiamo giustificare la formula di Eulero che lega forma
esponenziale dei numeri complessi a quella polare. Per fare cid basta moltiplicare la serie di sinz per i e
sommarla alla serie di cos z, si ottiene proprio la serie di e**. Osserviamo che la formula & estesa ad argomenti
z complessi e non solo ad angoli ¥ compresi tra 0 e 27

e =cosz+isinz, conzeC

Preso ¥ € [0, 2n] abbiamo e’ = cos ¥ + isin® = cos(? + 2k7) + isin(V + 2kr) = e (IH2hT) = W+2k7i per ey
la funzione esponenziale complessa € 2wi-periodica. Questo dovrebbe far capire per quale motivo l'estenzione
del logaritmo potrebbe risultare problematica.

1.2.1 Logaritmo complesso

Per trovare il logaritmo partiamo dalla sua inversa che gia abbiamo esteso, l'esponenziale: risolviamo
'equazione a variabile complessa e* = w, con w € C noto.
Scriviamo w in forma esponenziale:

e = |w|e? (con ¥ = argw)

i(9+2km)

= |wle (ricordando la periodicita di e*)

Invertiamo:
z = log(e?)

_ log (|w‘6i(19+2k7r)>

= log|lw| + (¥ + 2k7) (usando le proprieta dei logaritmi)
Come nel caso reale, non tutte le equazioni del tipo e* = w sono risolvibili: per esempio, e* = 0 non ha soluzioni
nel campo complesso. Prendendo invece e* = —1, una soluzione possibile e facilmente verificabile & z = ix;
ma sono valide anche tutte le altre soluzioni che si ottengono aggiungendo o togliendo un multiplo di 27i (“giri
immaginari”).

Adottiamo la convenzione di chiamare In x il logaritmo reale e log z il logaritmo complesso. Per il logatirmo si
rende dunque necessaria una definizione piu inclusiva:

Definizione 1.10
Si dice logaritmo complesso la funzione cosi definita:

logz :=1In|z| + iargz +i2kw, conkeZ

La funzione logaritmo non mappa in un singolo valore, ma in un insieme di valori, in questo caso distanti 27
l'uno dall’altro. Le funzioni di questo tipo sono dette funzioni polidrome. Si ricordi che per definizione &
impossibile che una funzione mappi in pit valori distinti. Si puo aggirare questo problema formale ridefinendo
il codominio del logaritmo complesso come linsieme delle parti di C, e far restituire alla funzione degli insiemi
(univocamente definiti) piuttosto che dei numeri complessi. Le funzioni nel senso tradizionale del termine,
ovvero non polidrome, sono chiamate monodrome.

Cerchiamo di capire perché non e possibile scegliere una delle infinite realizzazioni del logaritmo complesso
come “valore privilegiato” trascurando gli altri, come invece e stato fatto per la radice quadrata nei reali,
scegliendo di definirla come la radice positiva e scartando quella negativa: si ha gia idea di polidromia
cercando le soluzioni dell'equazione 2 = 1: essa ammette due soluzioni: +1 e —1. Cercando la funzione
inversa a z2 si sarebbe dovuta trovare una funzione polidroma, tuttavia per soddisfare la definizione di
funzione si & scelto di includere solo il ramo positivo: si otteneva cosi la funzione /.

Cerchiamo le soluzioni di e* = 1: una soluzione owvia € z = 0. Immaginiamo ora di partire dalla soluzione
0 e spostarsi nel piano complesso seguendo in senso antiorario la circonferenza di raggio unitario log z = i,

11



1.2 Estensione di funzionidaR a C 1. Analisi complessa

Figura 1.1: Radice quadrata “polidroma”

con ¥ € [0,2x], la quale include anche il punto z = 0. Stiamo quindi aumentando l'angolo + a partire da 0.
Dopo un giro completo, ovvero per ¥ — 2, si ottiene la soluzione z = 27, valore differente rispetto a quello
da cui siamo partiti. Non & dunque possibile sfuggire dalla multivocita del logaritmo complesso limitandolo a
specifiche realizzazioni, nemmeno in un caso cosi semplice.

Il problema nasce dal fatto che z = 0 & un “punto problematico”, detto punto di diramazione del logaritmo, e
la circonferenza presa in considerazione € una curva chiusa che lo contiene.

Un possibile approccio risolutivo, ideato da Riemann, & quello di limitare il dominio del logaritmo complesso
escludendo la retta positiva dell’asse dei reali, caratterizzata dagli z taliche Rez > 0 e Imz = 0. Facendo cio
si impedisce ogni tipo di “giro” attorno al punto critico 0, e qualsiasi percorso chiuso si decida di percorrere, si
tornera sempre alla soluzione di partenza. In questo modo privilegiamo la soluzione con k = 0.

Per owviare alla perdita di soluzioni che scaturisce dalla limitazione a una sola realizzazione, possiamo
immaginare di associare a ogni k un diverso piano C. Completato un giro antiorario (od orario) attorno allo 0, si
sale (o si scende) alla realizzazione successiva. Questi piani sono detti appunto di Riemann, e si possono
immaginare come dei piani paralleli interrotti da un buco e collegati con quello immediatamente sottostante
attraverso dei “ponti”. Possiamo fare questa costruzione per altre funzioni polidrome; il numero dei piani di
Riemann potra essere finito o infinito a seconda della funzione considerata.

(a) Parte immaginaria del logaritmo complesso (b) Piani di Riemann per il logaritmo complesso
Esempio
La radice complessa & definita come /z = 27? = e7/?19%82  Sfruttando la definizione di logaritmo

complesso si osserva che y/z = e'/2(oglzl+i(9+2km)) — gikmol/2(logl2[+19) dove la quantitd e*™ & —101a
seconda che k sia rispettivamente dispari o pari. Si osserva per esempio che /1 = +1. In questo caso
i piani di Riemann sono 2 ed essi ciclano l'uno nell’altro: partendo da 1 (primo piano) e facendo un giro
antiorario nel sulla circonferenza unitaria (nel modo precedentemente descritto) si finisce in —1
(secondo piano); aggiungendo un ulteriore giro sitorna in 1 (primo piano).

In generale per ogni potenza con esponente razionale z™/™, con n,m € Z,m > 1 sono presenti esattamente
m piani ciclici; per tutti gli altri casi, come nel logaritmo, i piani sono infiniti, e non si riesce mai a tornare nella
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Figura 1.3: Piani di Riemann per z=

soluzione originale senza invertire il percorso.

1.3 Integrali di linea
1.3.1 Definizione e concetti generali

Analogamente al campo reale, data una funzione f : C — C continuae unacurvaca : I <« R — C regolare,
definiamo il suo integrale di linea come §  f(z) dz.

Siricorda che una curva « : [a,b] — C & detta semplice se ¢€ iniettiva nel suo dominio, chiusa se a(a) = «(b) e
regolare se a € C[a, b).

Definizione 1.11
Una curva a regolare, chiusa e semplice si dice circuito.
Unaregione A < C interna a un circuito € detta semplice.

Chiamiamo polo un punto zg esterno alla curva (zg ¢ «(I)). E possibile parametrizzare a usando le coordinate
polari, ovvero “misurando” la sua distanza in ogni punto dal polo mediante una funzione raggio p e usando la
coordinata angolare ¥:

aft) =z + p()e™,  cond e 9o, 1]

Si noti che ad ogni giro (antiorario) attorno al polo si aggiunge un 2x all’angolo 9, in questo modo la funzione
a resta effettivamente una funzione in quanto definita univocamente da ¢ a «(¢). Inoltre questo accorgimento
permette anche la seguente definizione:

Definizione 1.12
Data una curva « parametrizzata come di sopra e dato il polo zy ¢ a(I), si dice indice di avvolgimento
di a rispetto a zg la seguente quantita:

U1 — g
2

ind(a, z9) =

Esso misura il numero di giri, o la parte frazionaria di giri, compiuti dalla curva attorno al polo.
Se invece viene data una funzione f : C — C continua con parametrizzazione « regolare in [a, b], il suo integrale
di linea e risolvibile normalmente applicando quanto visto per le funzioni reali in Analisi II:

L fds = f " Fla()al(tyar

Si noti che quest’ultimo integrale monodimensionale & un numero complesso, e pud essere risolto separando
parte reale e parte immaginaria, trattando < come una costante e portandola fuori da integrale.

Teorema 1.13
Sia a chiusa e regolare.
Allora ind(a, 2p) = 5= dz

2wt Jz z—zp "
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La dimostrazione ¢ lasciata al lettore come esercizio.
Per l'integrale di linea complesso valgono le stesse proprieta base di quello reale:

L(f+g):Lf+Lg

ka:ka, conkeC
f==1| ¢

« —x

|| fdz] < f |flds. sinoticheds=|a/(9)|dt =0

1.3.2 Teorema dell’integrale nullo e formula integrale di Cauchy

Teorema 1.14: dell’integrale nullo di Cauchy
Sia A € C unaregione semplice e sia f € H(A). Allora V- chiusa contenuta in 4, risulta

Lf(z)dz =0

Dimostrazione
La dimostrazione, molto complessa, si basa sull'estensione di una dimostrazione che considera delle v
triangolari, per poi generalizzare su delle spezzate poligonali. Riportiamo una dimostrazione
semplificata valida nel caso in cuinel casoin cui f € c.
Preso linsieme A come linsieme di R? associato ad A, intuitivamente riconosciamo che
feCYA) = u,veC'(A),dacui

udz — vdy +ij udy + vdx
gl

Lf(Z) dz = L[u(x,y) +iv(z,y)][dz + idy] = f

~

Dentro i due integrali ci sono forme differenziali lineari chiuse grazie alle condizioni di Cauchy-Riemann
e siamo in un insieme semplicemente connesso, quindi sono anche forme differenziali esatte. Da cio
segue che lintegrale di linea su ~y chiusa e nullo.

Notiamo che in campo complesso la continuita non & pit condizione sufficiente all’esistenza della primitiva.

Esempio
Vediamo infatti che prendendo f(z) = L e A = {z € C: 0 < |z| < 1} abbiamo f € H(A). Nonostante
cio f non ammette primitiva, perche sarebbe il logaritmo complesso, che & polidroma e non olomorfa.
Cid & dovuto all'insieme A, che non € semplicemente connesso.
Si nota che anche per f(z) = z non esiste una primitiva, in questo caso perché non e olomorfa.

Definizione 1.15
Sia f € H(A), Aaperto,se 3F € H(A) : F'(z) = f(z),Vz € A., diremo che F e una primitiva di f.

Teorema 1.16: condizione sull’esistenza della primitiva
Sia f € C'(A), con A  C aperto.
Allora f ammete primitiva in A se e solo se le forme differenziali lineari udx — vdy e udy + vdz sono
esatte.

Da cio deduciamo che avere una f olomorfa in un insieme semplicemente connesso ci garantisce l'esistenza
della primitiva (insieme semplicemente connesso implica che le forme differenziali siano esatte).
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Dimostrazione
Dimostriamo <
Fissiamo 2o € A e definiamo F(z) = S% f(w)dw, con v, una qualsiasi curva che congiunge z; a z,
quindi parametrizzo come v = v(t), t € [0,1], v(0) = 2o, v(1) = 2.

Quindi
F(z—&—h)—F(z):f fw)ydw — | f(w)dw

Yz+h Yz

che, usando la parametrizzazione del segmento [z, z + k] B(t) = z + thcon ¢t € [0, 1] € uguale a

1
f f(w)dwzj f(z+th)dt
[z,2+h] 0

essendo B'(t) = f(z + th)h.
Questo ci porta alla conclusione che

Pleth) = F(z) _ f(z + th) dt che perh — 0 éf

h 0 0

Dimostriamo =
Yy :[0,1] = A, v(0) = 20, v(1) = z:

L(udxvdy)JriL(udervdx) = Lf(z)dz -

1

Quindi Uintegrale dipende solo dal punto inziale e finale e per questo le forme differenziali sono esatte.

A questo teorema sono legati due corollari:

Corollario 1.17 -
Sia A una regione semplice, f € H(A) n CY(A).
Allora
J f(z)dz=0
oA
Corollario 1.18 B
Sia A un aperto tale che 0A = v — U, (v;) e sia f € H(A) n C°(A).
Allora

Jf(z)dz: Z f(z)dz

Ovvero l'integrale su una linea chiusa semplice & uguale alla somma degli integrali sulle linee chiuse semplici
interne.

Teorema 1.19: formula integrale di Cauchy
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Sia A < Csemplicee f e H(A) n C°(A). AlloraVzy € A, si hache

f(z0) = L /1z)

== dz.
211 Jop 2 — 20

Dimostrazione
La funzione integranda non & olomorfa in A (o l'integrale sarebbe nullo per Cauchy), ma lo ¢ in una
regione bucata in zg. Di conseguenza

2 0 27
FIOWE f @) g, o [Tt g — i [ 0+ rei®)ao.
0 e # TR0

A Z— 2 o ret? 0

Facendo tendere r — 0 si ottiene:

L /(z) dz =27 f(z0)

AZ—Z()

da cui la tesi.

Corollario 1.20
Sia A < C semplice e siano f,g € H(A) n C°(A) e f = g su 0A.
Allora f = g in A, ovvero f nella frontiera di A caratterizza f in tutta A.

1.3.3 Funzioni analitiche, teorema di Weierstrass e formula delle derivate

Definizione 1.21
Una funzione si dice analitica in un aperto A se & sviluppabilie in serie di potenze in ogni punto di A.

Se f e differenziabile (olomorfa) in un aperto, allora f si pud esprimere come serie di potenze (analitica) in tale
aperto:

Teorema 1.22: di Weierstrass
Sia A < C aperto nonvuoto e sia f € H(A).
Allora f e rappresentabile in un intorno di ogni zo € A come una serie di potenze avente raggio di
convergenza R > r,, = d(zp, 0A).
Pill precisamente

f@) =Y an(z— 20" an = j R IC) R

27i )., (w — zp)"+!

Dimostrazione
Per la Formula integrale di Cauchy 1.19 sappiamo che
1
fz)=— f(w) dw
2mi ), (w — 2)
Osserviamo che
I 1 1 11 i(z—zo)”
w—z Ww—20+20—2 wfzol—i)%’zz((’) o w—zo = (w — z)™

Ora consideriamo un insieme A centrato in zg e definiamo la distanza minima del centro dalla frontiera
di A come rg = d(zp,dA). Osserviamo che preso un punto z, se |z — zg| < r¢| allora z € A. Esiste quindi
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la circonferenza v, centrata in zg e di raggio r < rq tale che:

Abbiamo dunque espresso una funzione olomorfa f come serie di potenze.

Come anticipato dal teorema di Weierstrass segue che ogni funzione olomorfa & anche analitica ed esprimibile
come serie di potenze convergente in un opportuno disco, detto “disco di convergenza”. Partendo dalla formula
per 'espansione in serie di Taylor:

z) = Z an(z — 20)", an = 1 ﬂdw
=0

2mi ), (w — zo)"t!

Si ottiene la formula per le derivate:

f(n)(zo) _ L‘ f(w) dw

2mi ), (w — zo)" Tt

1.4 Serie di Laurent

1.4.1 Singolarita e teorema di Laurent

1
11—z’

Il teorema di Weierstrass incontra tuttavia dei punti “invalicabili”. Ad esempio, data la funzione f(z) = la

relativa serie di Taylor centrata nell'origine & f(2) = Y"_, 2", |2| <1, einunqualsiasi punto zo diviene:

o (2= 20)"
:27, |z — z0] < |1 — 2]
n=0 _ZO)
Avendo posto
1 1 1 1 _i (z— 20)"
l—z l-z—(2—2) 1-zl-72 = (1-2)""

Poniamo la condizione affinché la serie geometrica converga, da cui il raggio di convergenza € pari a
|]. — Z()|I

Z— 20
1—2

<l=|z— 2] <|1— 2]

Tale funzione f(z) presenta nel punto 1 unasingolarita che rende impossibile esprimere per serie la funzione nel
resto del piano complesso; per tale motivo sarebbe erroneo confondere una funzione con una sua espansione
in serie di potenze, che non la descrive nella sua interezza.

Le singolarita sono punti per cui non vi & convergenza della serie di Taylor e dunque il raggio di convergenza
viene limitato da questi punti. Come vedremo queste “ostruzioni” sono di vario tipo e verranno opportunamente
classificate.

Per aggirare questo problema presentiamo il teorema di Laurent, esso permette una nuova espansione in serie
(“Serie di Laurent”) su di una corona circolare A (non semplicemente connessa) centrata nel punto stesso che
compromette l'espansione in serie di Taylor. Il teorema inoltre non richiede che la funzione f sia olomorfa su
tutto il dominio ma esclusivamente sulla corona circolare A:

Teorema 1.23: teorema di Laurent
Siafe H(A), A={zeC:r < |z — z| < R},yunacurva regolare semplice chiusa in A che concateni
zp. Allora:

Vz e A, f(Z) = Z an(z — ZO)n7 an = if (,wf(’w;n—rldw

= 21
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Si noti che la curva €& qualsiasi purché concatenata con zq; cid deriva dal fatto che la funzione & olomorfa nel
dominio dove si esegue l'integrazione, e pertanto l'integrale non varia per deformazione continua.

Il teorema di Laurent & pertanto una generalizzazione del teorema di Weierstrass, in cui si include anche una
somma sui termini negativi. Sono proprio le potenze negative, infatti, a dare informazioni sul comportamento
delle singolarita.

Definizione 1.24
Un punto zy si dice singolare (o critico) per una funzione f(z) se non puo essere incluso in nessun disco
di convergenza della serie di potenze.

Esempio
Si consideri la funzione: )
Hz) = bln(%)
La funzione e singolare per:
1
z=0, ;:kﬂr, keZ

Definizione 1.25
Un punto 2y singolare per f(z) si dice isolato se esiste r» > 0 tale che l'insieme:

D={zeC|0<|z—2| <r}
Non contiene punti critici per f.
Nell'esempio precedente, tutti i punti critici per f sono isolati, eccezion fatta per zo = 0, che & punto di

accumulazione.

1.4.2 Classificazione delle Singolarita

Scomponendo la serie di Laurent per una funzione f nelle due somme:

+o0 —1

Z an(z — 29)" = Z an(z — 20)" + Z an(z — 2z0)"
NeZ n=0 n=—0o
Definizione 1.26
La sommatoria:
+
Z an(z — 29)"
n=0

Prende il nome di somma regolare.

Definizione 1.27
La sommatoria:

Prende il nome di somma singolare.

Definizione 1.28
Diremo che zg & una singolarita eliminabile se ¢ il centro di un’espansione in serie di Laurent per una
funzione f in cui i coefficienti della somma singolare sono tutti nulli.

Nel caso di singolarita eliminabili, essendo la somma singolare nulla, la teoria gia vista con il teorema di
Weierstrass e sufficiente. Quando una singolarita non e eliminabile, diamo le seguenti definizioni:
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Definizione 1.29
Sia zg il centro di un’espansione in serie di Laurent per una funzione f tale che la somma singolare sia
somma finita di n termini. Allora zg si dice polo di ordine n.

Definizione 1.30
Sia zp il centro di un’espansione in serie di Laurent per una funzione f tale che la somma singolare non
sia somma finita di termini e sia non nulla. Allora z, si dice singolarita essenziale.

Esempio
Lafunzione f(z) = 5, sviluppata in serie di Laurent nel centro zo = 1 & f(z) = (2 —1)~!. Risulta owvio

pertanto che zg € un polo del primo ordine.

Esempio
La funzione f(z) = exp{%} sviluppata in zg = 0 & pari a:

1l &1 =
wftf- - £

n=—0o

Pertanto zg € singolarita essenziale.

In maniera intuitiva e non rigorosa, tale intuizione verra poi confermata formalmente dalla teoria, si evince che
in corrispondenza dei poli la funzione “tende all’infinito” in senso complesso, mentre nelle singolarita essenziali
“non esiste il limite” per la funzione.

1.4.3 Punto allinfinito

In campo complesso le nozioni di +o0 e —oo incontrate in R perdono completamente di significato, perché nonvi
sono pit “due infiniti” nelle due direzioni, ma ve ne sono “infiniti” nelle infinite direzioni. Di conseguenza risulta
utile considerare tutti i punti distanti infinitamente dall’origine come un punto unico, denotato con co. Diamo le
seguenti definizioni:

Definizione 1.31
oo & punto singolare per f(z) se zg = 0 & punto singolare per f(2).

Definizione 1.32
Diciamo che oo € punto singolare isolato per f se € singolare e tuttii puntisingolari al finito di f ricadono
all'interno di un disco di raggio R, o equivalentemente:

fe H({|z] > R})

Esempio
La funzione f(z) = e* ha singolarita essenziale isolata in zy = oo, mente per g(z) =

all’infinito non & isolato.

1
sin(z)

il punto

Esempio
Si consideri la funzione: )
La sua espansione in serie per zg = 0 €:
flz)= 2 2" = Z z
n=0 n=—
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Inzg=1:
1 1 1 Y P
& =1=i—a=a 1—z§0(1_z)n:n;1<1_z)n
Infine in zg = oo: ,
Pertanto in 0 e 1 esistono dei poli del primo ordine, in oo una singolarita essenziale (isolata).

1.4.4 Caratterizzazione di Poli e Singolarita Essenziali

Valgono le seguenti proposizioni:

Teorema 1.33: caratterizzazione dei poli
Sia zp un punto singolare isolato per f. Allora le seguenti affermazioni sono equivalenti:

1. fhaun polodiordine nin z;
2. g(z) = (# — 2z0)™ f(2) ha una singolarita eliminabile in z e inoltre lim,, ., g(z) # 0;

3. érispettata la seguente relazione tra ordini di grandezza:

F() = —

- |z—z0|n;

4. o(z) = ﬁ ha in zo uno zero di ordine n.

Teorema 1.34: caratterizzazione delle singolarita
Valgono le seguenti affermazioni, con zg punto singolare isolato per f:
1. lim,,,, f(z) = 0 < zp € un polo.
2. lim,_,,, f(z) esiste finito <= z( &€ una singolarita eliminabile.

3. lim,,, f(2) non esiste <= 2, € una singolarita essenziale.

Teorema 1.35: caratterizzazione delle singolarita essenziali
Sia zp una singolarita essenziale isolata per f(z). Allora la funzione f(lz) ha in zg una singolarita

essenziale oppure un punto di accumulazione di poli.

Esempio
La funzione f(z) = sin(1) ha singolarita essenziale in zp = 0, mentre il suo inverso - visto
precedentemente - ¢ la funzione ﬁ che hain zo un punto di accumulazione di poli.

Esempio

1 . Y . . \ . .
f(z) = e= hauna singolarita essenziale in 0, cosi come il suo inverso

ez

Ricapitoliamo alla luce di questi risultati la classificazione delle singolarita:
1. zo € singolarita eliminabile quando lim,_, ., f(z) esiste finito. Un esempio & % con zg = 0.
2. zp e un polo quando lim,_,,, f(z) = oo esiste finito. Un esempio e % con zg = 0.
3. zp € singolarita essenziale quando lim,_, ., f(z) non esiste. Un esempio e ez con z = 0.

Unaltro modo per classificare la singolaria consiste nello studiare la serie di Laurent della funzione centrata nella
singolarita. Se le potenze negative compaiono in numero infinito si € in presenza di una singolarita essenzale,
se compaiono in numero finito, con cardinalita m, si € in presenza di un polo di ordine m, se non vi sono potenze

negative allora e una singolarita eliminabile.
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1.5 Teorema dei residui

Si e visto che grazie al teorema di Laurent & possibile sviluppare una funzione nella forma

=Nan(z—2)" con  a,= LJ A )N

= 2mi )., (w — zo)" Tt

Il coefficiente a_; assume una grandissima importanza e prende il nome di residuo integrale:

2mi

Res(f,2) = a_ 1——ff

Notiamo subito che lintegrale nella definizione di a_; si riduce a un semplice integrale della funzione. Per il
teorema dell’integrale nullo di Cauchy, se f € olomorfa su un aperto A, allora Res(f,z) =0 Vz € A.

Il seguente teorema lega i residui all'integrale della funzione, e si rivela quindi molto utile per il calcolo degli
integrali stessi, anche di funzioni reali.

Teorema 1.36: dei residui
Sia A un aperto di C. Siainoltre f € H(A\{z1...2,}) n C°(A\{z1 ...2,}). Allora:

f f(2)dz = 27 i Res(f, zj)
ol J=1

Il teorema segue direttamente dal corollario 1.18, quando i punti z; sono le uniche zone di non olomorfia di f
in A. In tal caso:

f f(z)dz = 2mi Res(f, z;)

1.5.1 Residuo dell’infinito

Teorema 1.37
Sia v una curva chiusa in C che contenga al suo interno tutte le singolarita al finito. Dato un R > 0, sia
feH(|z| > R)esia f(z) = >,z an (2)™ lo sviluppo di fin un intorno dell’infinito. Allora:

Res(f,0) :== —a_ 1-—[ flw

21

Dimostrazione
Consideriamo la serie di Laurent valida in |z| > R:

> e

nez

27
5 f f(w ﬂ f(Re*)Rie?dy = (passando alle coordinate polari)

o i

R 0 0 ; : A

2— f(Re )erdd = (scrivendo f in serie di Laurent)

i

R

Z an R i n+1)6“| do =
27T |Jz€Z

1 27 .
= — [anR”HJ e’("H)G] do
2 0

nez

Pern # —1, il termine esponenziale € somma di seni e coseni con coefficienti complessi (formula di
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Eulero). Il loro integrale tra 0 e 27 vale 0. Rimane dunque solamente il caso in cuin = —1:

1

1
5l Lf(w)dw =5 [a—1 (27)] =a_1

e per le proprieta dell’integrale di linea

—a_y = L LV f(w)dw

21
da cui segue immediatamente la tesi.

Notiamo che, per il calcolo del residuo in un punto zq interno a C, percorrevamo la curva v nel verso standard
antiorario, in modo da lasciare a sinistra zo. Per analogia, calcolando Res(f, o), dovremo lasciare a sinistra il
punto all’infinito: questo richiede di percorre « in verso orario.

Teorema 1.38
Sia f e H({C\{z1...2,}). Allora:

2”1 Res(f,z;) + Res(f,0) =0

Jj=1

Dimostrazione
Il teorema & una semplice conseguenza delle due relazioni ottenute fino ad ora per i residui al finito e il
residuo all’infinito, eseguendo una somma membro a membro:

f fw)dw = 2mi TZL Res(f, z;)
¥ j=1

J7 fw)dw = 27i Res(f, 0)

Si osservi che nel caso in cui f sia olomorfa in tutto C, i residui sono tutti nulli.

1.5.2 Calcolo dei residui

Elenchiamo ora una serie di proprieta utili per gli esercizi:
1. zg # oo singolarita eliminabile per f = Res(f, z9) = 0;
2. zp # oo polo del primo ordine per f = Res(f, 20) # 0;
3. o zero del primo ordine per f = Res(f,®0) = —lim,_, 2f(z) # 0;
4

. oo zero di ordine maggiore del primo per f = Res(f, ©) = 0;

5. Res(f,0) = — Res (;f (i) ,0)

Dimostriamo, per esempio, il punto (3). Siano a,, i coefficienti della serie di Laurent associata alla funzione f
nell’intorno di co. Per ipotesi, f ha ivi uno zero del primo ordine. Pertanto, pern = 0, a,, = 0. Avremo dunque
f(z) =a_127 +0(2),dacui 2f(z) = a_1 +0(2?). Latesi segue immediatamente, facendo tendere z a 0.

Presentiamo altri importanti e utili risultati per il calcolo dei residui:

Teorema 1.39: regola per zeri del prim’ordine

Siano zg # @, g(z) regolare taleche g(zp) # 0, h(z) regolare con zerodelprimo ordine in zo, f(z) = =——.
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Allora
Res(f20) =
Dimostrazione
foy = 9) _ 9(z0) 1 o)z —20) tolz—20) 1 g(a) + o)
h(z) I (z0)(z — z0) + o(z — z0) z—2z0 h(z0)+o(1)
Nello sviluppo in serie di Laurent di f(z) il termine a_; sara dunque pari a g,(é(;)).

Teorema 1.40: regola per poli di ordine m
Sia zp # 0 un polo di ordine m per f. Definiamo la funzione g(z) = (z — 2z9)™ f(2). Allora:

(m—1)
9 (Zo)
Res(f, ZO) - (m _ 1)'
Dimostrazione
Sviluppando f in serie di Laurent, abbiamo:
= — ) 4 a2 oy Oem
f(z)= Zan(z 20) +z—zo + =200 + -+ = 2"

n=0

Moltiplicando ambo i membri per (z — z9)™, otteniamo:

g(z) = Z an(z —20)" +a_1(z — 20)™ " H+a_a(z —20)" 7+ +a_m

n=m

Facendo corrispondere la formula ottenuta alla formula di Taylor si ottiene la tesi.

Teorema 1.41: regola di De L’Hopital
Siano f e g localmente olomorfe in un intorno di zg tali che f(z¢) = g(z0) = 0. Allora:

lim 1) = lim F'z)
g T AR )

1.5.3 Lemmi di Jordan

Consideriamo un generico arco di circonferenza:

Cr(91,92) = {z€C:z=Re™ 9 € [0;,9,]}

Teorema 1.42
Sia f(z) continua su Cr. Allora:

f(z)dz

Cr

< R(95— 01) max |f(2)]

‘Z|GCR

Teorema 1.43
Sia K > 0 esia f(z) continua per |z| > K.
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Se3f >1,¢> 0taliche [f(2)| < # Vz: 2| > K, allora:
V4
lim f(Z)dZ =0 \ 191, ’192
R=0 Jog(0,,92)

Teorema 1.44: lemmi di Jordan
Sia f(z) continua per |z| > K. Siano inoltre ¥4, 95 € [0, 27] e a > 0, tali che:

limsup |f(2)]=0

R—o
ZECR(191,192)

Allora:
1. sety =0edy =,

lim e f(z)dz = 0
R—% Jop0,7)
2. set) = medy =2m,
lim e 1% f(2)dz =0
R—o0 Cr(m,2m)
3.sety=—-5edy =13,
lim e f(z)dz=0
R— CR(*%’%)
4. sed; =Tedy=3m,
lim e f(z)dz=0
R— CR(%;%W)
Esempio

Desideriamo calcolare il seguente integrale:
+0o0 1

f(x)dx con f(x) = 1.2

Per risolverlo & utile passare in campo complesso. Studiamo l'integrale di f su vg.

f(z)dz
r(0,7)

F(x)ds = fR F(z)dz + L

TR

integrale si annulla:

J f(z)dz=0
Cr(0,m)

all'integrale da noi cercato:

1
, <Z>dZ:LR CEnIeET

Sempre per il calcolo degli integrali pud essere utile il seguente risultato:

1
dz = 2mi - Res(f,1) :27m'~% =7

Teorema 1.45
Sia f(z) una funzione complessa con zy polo di primo ordine.
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Facendo tendere R all’infinito e applicando il primo lemma di Jordan con a = 0, troviamo che il secondo

Calcoliamo ora lintegrale sulla curva attraverso il teorema dei residui, con R > 1, che sara uguale

Sia inoltre o, una curva con
parametrizzazione z — zo = ee'?, con 9 € [y, 9] (ovvero l'arco antiorario della circonferenza centrata
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in zg e di raggio e che va da ¥y a 91). Allora:

lim J f(z)dz = i(91 — Vo) Res(f, 20)

e—0t
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2. Analisi funzionale I

2 Analisi funzionale I

2.1 Misura e integrale di Lebesgue

Introduciamo ora una nuova misura, la misura di Lebesgue, la quale permette un’integrazione piu potente
rispetto alla gia nota misura di Riemann.

Cerchiamo di capire come funziona questo nuovo approccio e come si differenzia dal precedente con questo
esempio: supponiamo di versare in una stanza con il pavimento piastrellato una certa quantita di monete
diverse, e di volerne calcolare 'ammontare. Si aprono due vie possibili: contare - piastrella per piastrella - i
soldi sparsi nella stanza, oppure separare dapprima tutte le monete in pile distinte, contare lammontare di
ogni pila e sommare i valori calcolati. L integrale di Riemann “gioca sul dominio”, ovvero opera su suddivisioni
sempre piu fini del dominio per valutare lintegranda, mentre l'integrale di Lebesgue “gioca sul codominio”,
suddividendo il range dei valori assunti dall’integranda in intervallini e calcolando 'area della controimmagine
di ciuascun intervallino, sommando poi i contributi pesati con il valore assunto nell’intervallino.

2.1.1 Misura di Lebesgue

Definizione 2.1
Si dice Iper-Rettangolo un insieme Q2 € R™ nella forma:

0= >< (az,b7) a; < bz V1

i=1

Definizione 2.2
Si definisce la misura di un iper-rettangolo Q il numero reale positivo:

n

12 =] (b — i)

i=1

Definizione 2.3
Si dice Pluri-Rettangolo o Plurintervallo 'unione di un numero finito di iper-rettangoli.

In tal caso la misura si calcola come somma delle misure di iper-rettangoli disgiunti.

Definizione 2.4
Dato Q aperto limitato, definiamo la misura di 2 come:

|Q| :=sup{|R| : R < Q, R pluri-rettangolo}
Definizione 2.5
Dato Q chiuso limitato, definiamo la misura di Q come:
1] := inf{|R| : R © Q, R pluri-rettangolo}

Talvolta ci si riferisce a un aperto con il termine “grasso”, in quanto ogni punto dell’insieme possiede un intorno
contenuto nell’insieme; allo stesso modo un chiuso viene detto insieme “magro”.

Sia per Q chiusi che aperti limitati la misura come definita sopra esiste finita.

Definizione 2.6
Per insiemi Q limitati definiamo la misura esterna:

Q" = inf{|A| : A > Q, Aaperto (limitato)}
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E la misura interna:
1], = sup{|C| : C < Q, C chiuso (limitato)}

Segue quindi banalmente (per monotonia) che [Q|* > ||, inoltre se & un inseme aperto o chiuso(condizione
sufficiente ma certamente non necessaria) allora [Q|* = ||, .

Definizione 2.7
Un insieme limitato © € Misurabile secondo Lebesgue (anche Lebesgue-misurabile o L-misurabile)
quando vale l'uguaglianza
2] = 19" = |9,

dove Q] € la misura n-dimensionale di Q.

La misura di Lebesgue € uno strumento potente poiché permette di definire la misura per un grandissimo
numero di insiemi.

Esempio
Calcoliamo la misura dell’insieme {a, } := [0, 1] n Q, possiamo adoperare il seguente metodo:

% 9
1 < i — =
imlAc] < lim 3, 57 =0

Dove A, := %, (an—e/2", an+e/2™) D Q: &unaperto e unione diinfinitiintervalli. Chiaramente |A.| <
:fl 2¢ infatti gli intorni dei razionali si sovrappongono (varrebbe l'uguaglianza se fossero disgiunti).

Estendiamo la definizione di misurabilita anche per insiemi illimitati.

Definizione 2.8
Dato © < R™ anche illimitato, diciamo che esso & misurabile secondo Lebesgue se, data la sfera
B, :={z e R"; |z] < r}, linsieme Q n B, € misurabile per ognir > 0. Si definisce la sua misura come:

|2 = lim |Qn B,| €[0,+00]
r——+400

Osserviamo che per un opportuno r tutti gli insiemi limitati sono misurabili anche con questa definizione.

Esercizio
Trovare un esempio di iniseme illimitato ma con misura finita.
Suggerimento: si consideri la funzione ?17 Ilsuointegrale fra 1 e 400 vale 1.

Per la misura di Lebesgue valgono i seguenti risultati.

1. Se {A;} € una collezione discreta di insiemi misurabili allora la loro unione & ancora misurabile e

+0o0 +00
L 4| < DIl
i=1 i=1

2. Se per gli {A;} del punto precedente vale |A; N A, "2 0, allora

+0 +
L 4| = D 1Al
=1 =1

3. Se A, B sono misurabili, allora
|A v B| =|A|+|B|—|An B|

Enunciamo ora un concetto importante:
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Definizione 2.9
Diciamo che una proprieta vale quasi-ovunque se vale sempre a meno di un insieme a misura nulla
(detto anche a misura trascurabile).

Si noti che il concetto appena definito non & immediato; ad esempio, dire che una funzione € quasi ovunque
continua non equivale a dire che essa € uguale ad una continua quasi ovunque: per esempio una funzione
continua quasi ovunque puo avere salti, una uguale quasi ovunque ad una continua no.

2.1.2 Funzioni Misurabili

Ora che abbiamo un criterio per misurare gli insiemi, lo applichiamo in cerca di un criterio di misurabilita per le
funzioni.

Definizione 2.10
Sia Q misurabile, f : Q — R positiva e limitata, allora si dice che f € misurabile su 2 se V¢ € Rrisultano
misurabili tutti i suoi sottolivell::

FH(=o0,d) ={r e Q: f(z) < c}

Ricordiamo che una funzione e limitatase 3m, M : m < f(z) < M Yx € Q.

Se la funzione fosse negativa potrei cosiderare i suoi sopralivelli ed estendere opportunamente la definizione
di misurabilita. Vedremo meglio questo concetto in seguito.

Definizione 2.11
Per una funzione limitata misurabile su Q a misura finita partizioniamo lintervallo [m, M) nel
codominio (m e M rispettivamente minorano e maggiorano la funzione f su ) in una serie di
intervallini [a;, a;4+1), con ag = m e a, = M, grazie a tale partizione "sezioniamo” il dominio  negli
insiemi ; := f_l([ai, a,‘+1)).
Definiamo allora somma superiore:

n—1
Sp = Z ait1|9]
=0
Definiamo somma inferiore:
n—1
Sp = Z a2|Qz|
=0

Osserviamo che vale il seguente risultato:

n—1 n—1
M —m M —m
0< Sn—sn= >, (aip1 — ;)| = ) ] =

1=0 =0

Q] 50
n

Ovvero tutte le funzioni limitate misurabili su un insieme Q misurabile sono integrabili secondo Lebesgue.

2.1.3 Integrale di Lebesgue

Ora dobbiamo estendere il concetto di integrabilita secondo Lebesgue.

Parte 1: Funzione limitata su dominio di misura finita: Dal risultato precedente possiamo dare la seguente
definizine:

Definizione 2.12
Sia Q < R™ di misura finitae f : Q — R positiva e limitata . Definiamo 'Integrale di Lebesgue come:

JQfZLf(x)dwzsn:sn
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Parte 2: Funzione non negativa (non necessariamente limitata) su dominio di misura finita: Sia dunque f : Q —
R misurabile e non negativa con © a misura finita: consideriamo per ogni A > 0 la funzione:

_ @) flz) <A
(@) = {)\ f(z) > A

Per ogni A esiste l'integrale {, f\, che e funzione crescente di \; se esiste finito il seguente limite allora diremo

che tale ¢ il valore dell’integrale:

f= lm | fi
Q A=+ Jo

altrimenti diremo che f non € integrabile su Q.
Parte 3: Funzione non negatiava su dominio misurabile (ma non necessariamente di misura finita):
Analogamente, se 2 € un insieme misurabile (ma non necessariamente limitato) e f : Q — R & misurabile e

non negativa, consideriamo per ogni r > 0 l'insieme Q. := Q n B, (definizione 2.23). Se f e integrabile su Q..
per ogni r ed esiste finito il seguente limite allora tale sara il valore dell’integrale:

JQ = Tli’rfoo LT /

altrimenti f non e integrabile su Q.

Parte 4: Definizione generale: Includiamo anche le funzioni con parti negative. Possiamo quindi dare la
definizione generale di integrabilita secondo Lebesgue.

Definizione 2.13
Sia < R™ misurabile secondo Lebesgue e sia f : Q — R misurabile.
Sidice che f ¢ integrabile secondo Lebesgue su () se le funzioni f := max{f,0} e f~ := —min{f, 0}
sono integrabili su ©, e in tal caso si pone:

£2f::£2f+_ Qf—

sono funzioni non-negative, pertanto e gia stato definito per loro il concetto di

Osserviamo che f*,f
integrabilita.

Vale il seguente criterio di integrabilita:

f &integrabile suQ < f*, f~ sonointegrabili su Q < |f| & integrabile su Q

2.1.4 Teoremi sull’integrale di Lebesgue

Definizione 2.14
Dato Q misurabile, definiamo L!(£2) l'insieme delle funzioni integrabili secondo Lebesgue su Q.

Cio che rende la teoria dell’'integrazione di Lebesgue fruttuosa ¢ il fatto che l'insieme L! sia ricco di proprieta,
di cui una delle pit importanti & espressa dal seguente teorema:

Teorema 2.15: di convergenza dominata o di Lebesgue
Sia {f,} successione di funzioni misurabili su  misurabile tale che:

1 fa S f

1 €©
2. 3ge LI () : |ful@)] < lg(2)];
allora f,,, f e L'(Q2), inoltre:

E R R R
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Il teorema permette una condizione di scambio di limite e integrale che pud essere giustificato dalla teoria
dell'integrazione secondo Riemann, e ha importantissime conseguenze nello sviluppo della teoria.

Enunciamo un altro importante (e famoso...) teorema:

Teorema 2.16: di Fubini
Sia Q < R™*™ un insieme misurabile e f € L*(9).
Se Q # R*™™ sj estende con f = 0, allora :

1. Perg.o. £ e R",y —> f(£,y) & misurabile e appartiene a L' (Q2);
2. Perq.0.neR™ z+— f(z,n) & misurabile e appartiene a L' (£2,,);

3. Valgono le seguenti formule di riduzione:

| sy = | ( . f(&y)dy) a=| ( Jo, f(m)dx) .

Dove con €, siintende la restrizione di Q2 ad «.

2.2 Spazifunzionali

Trattiamo ora gli spazi funzionali e ne descriviamo le principali proprieta.

2.2.1 Spazi vettoriali, normati e metrici

Di seguito una pletora di definizioni necessarie per proseguire nella teoria.

Definizione 2.17
X ¢ detto spazio vettoriale su R e i suoi elementi sono detti vettori se & dotato di un’operazione interna,

detta somma, e di un’‘operazione esterna, detta prodotto per scalare, dove per scalare si intendono gli
elementi di R, con le seguenti proprieta:

1. commutativa dellasomma: v+w=w+v

2. asssociativa dellasomma:  (v+w)+x=v+ (w+x)

3. esistenza dell’elemento neutro della somma: v+0=v

4. esistenza dell’elemento opposto della somma: v + (—v)

5. distributiva del prodotto per scalare rispetto alla somma: ¢ (v+w) =tv +tw

6. distributiva del prodotto per scalare rispetto alla somma di scalari:  (t+u)v =tv +uv

7. associativa del prodotto per scalare: ¢ (uv) = (tu) v

8. esistenza dell’elemento neutro del prodotto per scalare o normalizzazione: 1v=v
Definizione 2.18

Si definisce norma su X un’applicazione || - | : X — R tale che, VA € R, e Vx,y € X valgono le seguenti

proprieta:

1. Annullamento e positivita:  |x| =0 < x =0, |x|| >0

2. Omogeneita: | x| = [A||Ix]

3. Disuguaglianza triangolare:  |x +y| < |x/| + ||

Definizione 2.19
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Si definisce spazio normato la coppia spazio vettoriale e norma:
(X 01

Definizione 2.20
Si definisce metrica o distanza 'applicazione:

d(x,y)=[x—y]|
La norma misura un singolo elemento, la metrica misura la distanza fra due elementi.

Definizione 2.21
Si definisce spazio metrico uno spazio normato munito di metrica.

Per completezza forniamo anche la seguente definizione:

Definizione 2.22
Si definisce spazio topologico la coppia (7.4) dove 7 e un insieme e A una famiglia di sottoinsiemi di 7
detti aperti tali che:

1. 7 e @& appartengono a A;
2. Qualsiasi unione di elementi di A appartiene ad A;

3. Uintersezione di un numero finito di elementi di A appartiene ad A.
Riportiamo ora, anche se ne abbiamo gia fatto uso, la definzione di un’altro oggetto molto utile:

Definizione 2.23
Definiamo palla 'insieme cosi definito:

Br(z) ={ye X:|y—z| <r}

2.2.2 SpazidiBanach

La parola chiave quando si parla di questi spazi € completezza. Per capire di cosa si tratta, introduciamo il
concetto di convergenza di una successione: da tale proprieta si possono caratterizzare ulteriormente gli spazi
vettoriali.

Sia {u., } una successione: come gia visto nei corsi precedenti, diciamo che la successione € convergente e cioe
{um} — win X se lim, o ||tm — ul|x = 0.

Definizione 2.24
Una successione {u,, } &€ detta fondamentale o di Cauchy se

Ve >0Im. e N:m,n>m, = |Juym —uy|| <e

Tutte le successioni convergenti sono fondamentali, ma non tutte le successioni fondamentali sono convergenti,
0 meglio, non & detto che convergano nello spazio in cui sono definite:

Esempio
La successione definitain X = Q come (1+ 1)" e fondamentale, tuttavia non converge ad un elemento
di Q, converge infatti al numero di Nepero e che non appartiene a Q ma a R.

Abbiamo bisogno di spazi dove questo non succeda, definiamo quindi cosa si intende per spazio di Banach:

Definizione 2.25
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Uno spazio vettoriale normato (X, || - ||x) si dice completo o di Banach se ogni sua successione
fondamentale € convergente in X.

Si noti come la completezza sia una caratteristica da attribuire alla coppia (X, || - || x) dello spazio vettoriale e
della norma in esso definita. Come si osserva dagli esempi seguenti, infatti, e possibile avere degli stessi spazi
vettoriali completi rispetto a una norma e non completi rispetto ad un’altra.

Esempio
Si consideri lo spazio X = C°[0, 1] e la norma lagrangiana:

IUWx=;gﬁHf@H
Richiediamo che f,, — f ossia, dalla convergenza uniforme:

lim rnax] |f(z) — fu(z)|=0

n—m ze(0,1

Ma se lo spazio considerato ¢ X = (C°[0,1], le f, continue convergeranno a una f continua. Di
conseguenza lo spazio C° & completo rispetto alla norma lagrangiana.

Si consideri ora lo stesso spazio, X = C°[0, 1], e la norma integrale definita come:

1fllx = J f(2)|da

Sia f,(x) la funzione definita come:

1 0<z<i
fal@)=41+% —nx {<z<j+
0 3Hr<z<l1
E la funzione
1 0<z<3
o1 0%

In questo caso si ha che

1
tim [, = fllx = Jim, | 1fu@) = f(@)ldo =0

Le f,, continue, convergono in norma integrale a f, non continua. Di conseguenza rispetto a tale norma
lo spazio C° non & completo.

2.2.3 Spazidi Hilbert

Nel caso degli spazi di Banach abbiamo visto che la completezza discenda dall’unione di uno spazio vettoriale
con un’opportuna norma. Uno spazio puo dirsi di Hilbert solo se & completo quando abbinato a una particolare
norma. Questa norma che presenteremo ¢ fortemente legata al concetto di prodotto scalare.

Definizione 2.26
Sia X uno spazio vettoriale. Si dice prodotto scalare la funzione

(h): X >R
tale che Vx,y, 2z € X e VA, u € R valgono le seguenti proprieta:
1. Annullamento e positivita: (x,x) >0 (x,x)=0<x=0

2. Simmetria: (x,y) = (y,x)
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3. Bilinearita (Ax + uy,z) = A\(x,2) + u(y, z)

Definizione 2.27
Dato uno spazio vettoriale X e un prodotto scalare (-, -) su di esso, si definisce norma indotta dal
prodotto scalare la funzione ||u||x = 1/(u, u)x

Definizione 2.28

Uno spazio di Hilbert ¢ uno spazio vettoriale dotato di prodotto scalare completo rispetto alla norma
indotta da tale prodotto.

Oltre alla completezza ci sono altre proprieta che giocano un ruolo importante nella teoria, per cui & bene averle
presenti:

Definizione 2.29
Dato uno spazio normato X, un sottospazio A c X si dice compatto se da ogni successione {z,} < A
& possibile estrarre una sottosuccessione convergente ad un elemento di A.
Una definizione equivalente chiama compatto un insieme X tale che da ogni successione di valori in X
Si puo estrarre una sottosuccessione convergente.

In R™ questo concetto ha un’equivalente che permette una piu facile individuazione di insiemi compatti:

Teorema 2.30: (o assioma) di Heine-Borel
Sia E < R™.
Allora E & compatto se e solo se ¢ chiuso e limitato.

Definizione 2.31
Uno spazio normato (X, ||-|| ) si dice separabile se ammette un sottoinsieme numerabile denso.

Definizione 2.32
Un insieme A & detto denso in Bse A < Be A = B (dove A ¢ la chiusura di A).

Questa ultima condizione puo essere esplicitata nella maniera seguente: ¥be B, Ve > 0 Jda€ A : |la — b <
E.

2.2.4 Spazio ¢?

Non sempre con le norme fila tutto liscio, talvota si possono presentare dei problemi: si consideri lo spazio

vettoriale X = R®, spazio dei vettori in R con infinite componenti. La norma euclidea ||u|[3% = >, u?,

facendo tendere n a oo, pud dare luogo a una serie divergente che assume valori infiniti, contraddicendo la
definizione di norma. Se si vuole evitare questo problema occorre scegliere sapientemente lo spazio su cui si
vuole operare.

Definizione 2.33
Lo spazio vettoriale #2 = R* ¢ lo spazio delle successioni {ax} = R tali che )", a? < .

Su #2 definiamo una norma:

o0
llallez = (] ai)'?

k=1

e un prodotto scalare:
[e¢]
(u7 ’U)KQ = Z UnUn
n=1

Analiziamo le sue proprieta.
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Teorema 2.34
Lo spazio £2 & separabile.

Dimostrazione
Essendo ogni R di R® denso in Q, #2 & denso in Q.

Teorema 2.35
Lo spazio #2 & di Hilbert.

Dimostrazione
Tenendo presente il prodotto scalare che prima abbiamo definito, consideriamo due vettori: u e v
appartenenti a £2. Proprio a causa della loro appartenenza le serie Z:fo u? e ZZ;OO v2 convergono.

Usiamo disuguaglianza di Young (vedi il successivo teorema 2.45): si ha che

2
Un,

DN =

2
Uy, +

DN =

‘unvn| <

Segue che ZZ}O u, v, converge assolutamente, quindi il prodotto scalare esiste sempre finito.

Non riportiamo la dimostrazione della completezza.

2.2.5 Spazil?

Uniamo i risultati ottenuti dall’integrazione di Lebesgue a quelli degli spazi funzionali, il risultato e la definizione
degli spazi LP.

Riprendiamo la definizione di spazio L!:

Definizione 2.36
Dato © misurabile, definiamo L(2) l'insieme delle funzioni integrabili secondo Lebesgue su Q.

Ricordiamo che una proprieta vale quasi ovunque se & valida a meno di insiemi a misura nulla, questi possono
essere detti trascurabili.
Aggiungiamo il tassello fondamentale:

Definizione 2.37: di spazio L”
SiapeRconpe[l,+0w) e < R™misurabile secondo Lebesue.
Definiamo
LP(Q) ={f:Q—R; fmisurabile; |f[FeL'(Q)}

={f:Q—R; fmisurabile; J |f (x) |Pdz < 400}
Q

Definizione 2.38
Per ogni f € (2) definiamo la nerma in L? come la funzione:

1
p
lariey = ([ 17 (@) o)
Q
Un discorso leggermente diverso merita il caso p = oo: iniziamo definendo l'estremo superiore essenzale:

Definizione 2.39
Si definisce estremo superiore essenziale di una funzione f non negativa e misurabile su Q il valore k:

esssup,eq f () = inf{k : f (z) < kqg.0.inQ}
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Definizione 2.40
Se esssup,.q f () = +oo diremo che f € essenzialmente illimitata.
Nel caso in cui U'estremo superiore essenziale esistesse finito, f si direbbe invece essenzialmente

limitata.
Esempio
La funzione f(z) = = € essenzialmente illimitata;
) . eN | . . L ,
al contrario la funzione f(z) = {g * N ¢ essenzialmente limitata. Questo esempio rimarca l'effetto
X
del “quasi ovunque”.

Possiamo ora trattare il caso L®: & lo spazio delle funzioni essenzialmente limitate.

Definizione 2.41
Definiamo
L*(Q)={f:Q—R; fmisurabile; esssup,cq|f(z)|< 400}

Definizione 2.42
Per ogni f € (©2) definiamo la norma in L* come la funzione:

[l () = esssup,eq |f (2) |

Definizione 2.43
Diremo che una serie di funzioni f,, € LP(£2) converge a f € L?(Q), cioé
55 f
se e solo se
”fn - f”Lp -0

Sinoti che ai fini della convergena in L? & richiesta l'appartenenza a questo spazio sia alla funzione f che a ogni
funzione f,, della serie.

2.2.6 Disuguaglianza di Holder

Affrontiamo ora lo studio della disuguaglianza di Holder. Iniziamo introducendo la seguente definizione:

Definizione 2.44 L1
Due scalari p, g € [1, o0] si dicono coniugati se — + — = 1.
P q

. . 1
Per convenzione si pone == 0.

E evidente che la relazione di coniugazione & simmetrica. Si note inoltre che, quando p,q # ®, p e ¢ SONo
coniugati se e solo se p + ¢ = pgq.

Esempi di coppie di numeri coniugati sono: 1 — o0, 4 — %, 3— % 2 — 2. Sinoti che 2 & 'unico numero coniugato
con sé stesso.

Introduciamo un utile risultato, che generalizza la gia nota disugualianza ab < < 4 %:

Teorema 2.45: disuguaglianza di Young
Siano p, ¢ coniugati.
AlloraVa,b > 0:
al bl
+

p q
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Dimostrazione M
Definiamo ¢(a, b) == ab — 2 _ 2 Il nostro obiettivo & dimostrare che ¢(a,b) <OsuR?.
p q

Sugli assi, ¢ = 0. Calcoliamo le derivate parziali: 22 = b —a?~!, 32 = a — b?~1.

Consideriamo ora ¢ sul luogo dei punti dove 52 = 0:

p (p—1)q 1 1

In maniera analoga p(a = b971,b) = 0.

Teorema 2.46: disuguaglianza di Holder
Siano p, g coniugati, f € LP(Q), g € LI(Q).
Allora fge LY(Q) e
Ifglly < A1, - Nlgll,

Dimostrazione
Nel caso p = 1, ¢ = o la disuguaglianza € banale:

1fgll, = L gl < esssuplg] - Jﬂf = gl - 141,

Occupiamoci ora del caso generale, con p e ¢ finiti:

lglls™ lre
||fg||1=j |fg|=j o_p M,
o | lIFIL/* llglly/”

p q
<J l ||9£3q|ﬂ+%|éﬂ] (per la disuguaglianza di Young)
a LIFIL P lglly™ ¢

lglly WA, A1, Nlgll,

- p/q q/p
£l P lglly* 4
_ lsll A1, _ a1, icorgandochep ? — 1
p q q
= llgll Il f1l,

Enunciamo un immediate e importante conseguenza della disuguaglianza.

Teorema 2.47: effetto della disuguaglianza di Holder sulle norme L?
Sia < P tale che || < 4o0.
Sel <p<r<+ooalloraL™(Q2) < L?(Q) e vale la disuguaglianza

(r=p)

Ifl5 < 1907

A7 Ve L)
Inoltre, purché f sia misurabile, vale

L [ flze =[]z

Dimostrazione
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Applichiamo la disuguaglianza di Holder, ricordando che il coniugato di - & P

112 = Ll-w’

=1 [f1Plly
< |||f|p||r/p ’ H1||(r7p)/'r

B UQW |p),./p} . UQ 17~/<7-—p>] o

=[£I - 12

Segue che |||, < +w = ||f||, < +oo, e dunque L"(Q) = LP(£2).

Il risultato si estende anche al caso r = 4.

Per dimostrare la seconda parte, importante legame fra essenziale limitatezza e integrabilita, si fa uso
della convergenza puntuale.

La richiesta sulla finitezza di © € molto importante: per || = 400, la funzione costante f(z) = 1 & limitata e
dunque appartiene a L*(Q2) pur non appartenendo ad alcun LP(2) con p finito.

Dalla disuguaglianza di Holder segue un’altra importante disuguaglianza che enunciamo omettendo la
dimostrazione.

Teorema 2.48: disuguaglianza di Minkowski
Siap=1,esiano f € LP(2), g € LI(Q).
Allora f +ge LP(Q) e
I1f +gll, < If1, + llgll,

2.2.7 Caratteristiche degli spazi L?

Ripensando alla trattazione che abbiamo svolto sugli spazi funzionali ci chiediamo: quando gli spazi LP hanno
quelle caratteristiche tali da potersi definire di Banach o di Hilbert?

Teorema 2.49: importanti proprieta degli spazi L?
Per1 < p < oo, LP & separabile.
L® ¢ 'unico spazio L? non separabile.
L? e l'unico spazio di Hilbert di tipo L?, con il prodotto scalare (u,v) 2 = {, u - vdw.

Dimostrazione
Riportiamo un cenno della dimostrazione: per dimostrare la separabilita degli spazi L? con p < oo,
si approssimano le funzioni f a loro appartenenti con funzioni f costanti a tratti e a valori razionali.
Evidentemente, si pud costruire una successione f,, e avvicinarmiarbitrariamente a una f data, da cui si
puo dedurre la densita del sottoinsieme; poi si dimostra la sua numerabilita a partire dalla numerabilita
dell’insieme Q.

Notiamo che L* non ¢ separabile.

E fondamentale sapere che L2 ¢ di Hilbert, con prodotto scalare

(u,v) 2 :f u-vdw
Q

full = ( [ |u2)1/2

Non & possibile effettuare questa costruzione in altri spazi LP. Dunque L? & uno spazio estremamente
importante.

e norma indotta

Vale in oltre il seguente teorema:
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Teorema 2.50: di Riesz
Ogni spazio di Hilbert separabile & isomorfo a #2. In particolare, esso ammette una base numerabile.

Ci chiediamo, la convergenza in LP implica la convergenza quasi ovunque?

Sappiamo gia che la convergenza uniforme, altrimenti detta in L®, implica la convergenza puntuale, ovvero
quasi ovunque. Questo risultato non € estendibile a p generici, come mostra il controesempio della macchina
da scrivere.

(Il testo e l'illustrazione qui riportati, opportunamente adattati, sono stati orgogliosamente tratti da AA.VV, Appunti di Probabilita, Edizione
L2, Fubini-Tonelli, Milano 2017, p. 185.)

Si considerino le funzioni g, = ]l[
modo da avere un solo indice: g11 = f1, 912 = f2, 922 = f3, g13 = f4....

i conkeNel < j< k. Sifaccia poi corrispondere a ogni g;z una f;, in

j—1.
T

Notiamo che f, - 0, infatti I fall = 0 (| fs] & larea sottesa); ma f, — 0. Anzi, liminf, f,(z) = 0 e
limsup,, fr(z) = 1, Vz € [0,1]: il limite della successione nemmeno esiste (perché i limiti inferiore e superiore
non coincidono), men che meno c’e convergenzal

0 1

Tuttavia, & possibile dimostrare questo risultato:

Teorema 2.51
Se f, — fin LP(Q), allora esiste una sottosuccessione {fy,, } tale che f,,, — f quasi ovunque.

Nel caso della macchina da scrivere, la sottosuccessione convergente & quella con gli ng, = 2*.

2.3 Funzioni Test e Distribuzioni
2.3.1 Funzioni test e spazio D

Iniziamo in questa parte a introdurre alcuni strumenti, le funzioni test e le distribuzioni, che si riveleranno
fondamentali in molti ambiti, in particolare nello studio delle equazioni a derivate parziali. Come vedremo in
seguito, le distribuzioni sono oggetti che assomigliano alle funzioni e in un certo senso le generalizzano,
includendo oggetti molto particolari. Le funzioni test al contrario sono funzioni vere e proprie caratterizzate
dall'essere estremamente regolari.

Iniziamo con l'introdurre la nozione di supporto:

Definizione 2.52
Sia f € C°(Q). Il supporto di f & definito come la chiusura della controimmagine non nulla di £, ovvero:

supp f = {z e Q: f(x) # 0}
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Esempio
supp |z| = (=0, 0] U [1, +o0] = R\(0,1). Notiamo che, poiché il supporto e chiuso, 0 vi & incluso.

Caratterizziamo ora le funzioni test definendo lo spazio a cui appartengono: ossia lo spazio delle funzioni C* a
supporto compatto:

Definizione 2.53
Lo spazio D(R2), detto altrimenti CZ (), & cosi definito:

D(Q) = {f € C*(Q) : supp f &€ compatto }

Per la definizione di compatto si veda 2.29. Le due richieste alle funzioni D(2) sono estremamente forti:
richiedono che la funzione valga zero al di fuori di un qualche supporto compatto, ma venga raccordata con i
punti all'interno di esso in maniera liscia, ovvero C*®.

Gli esponenziali, grazie alla notevole proprieta %e”” = ¢* (autofunzioni dell’'operatore derivata), si prestano
bene a soddisfare questo tipo di proprieta.

Esempio
La seguente pud essere considerata una funzione test:

flz) = {‘”‘p{zﬁ—l} sela] <1

0 selz| =1

Osserviamo una proprieta notevole dello spazio appena considerato:

Teorema 2.54: D(2) & denso in L?
Se Q & misurabile allora D(Q) e denso in L? per1 < p <

Formalmente questo significa che
VfeLP(Q),Ve>0,3p. D) : f Ilf — P <e
Q

Questo risultato e importantissimo: esso infatti permette di approssimare una qualsiasi funzione in L?(Q) con
unain D(Q) e per la proprieta di densita & possibile fare cio con qualsiasi approssimazione (Ve)!

Questo significa che
¥ feLP(Q), Hpa} < DQ) : gn 5 f
ovvero
li — P =
njfwfﬂlf ¢nl” =0

Si noti che per p = oo il teorema non & piu valido.

Abbiamo appena definito un nuovo spazio, D(Q), restringendo C* (), uno degli spazi pit “piccoli” a noi noti:
esso infatti racchiude solo funzioni molto regolari e particolari, poche rispetto all’infinita di funzioni esistenti.
Ora faremo l'operazione contraria: allarghiamo uno spazio caratterizzato da condizioni piu “deboli”.

2.3.2 ConvergenzainD

Definizione 2.55
Ilvettore o = [, ..., ] € N*, con; €N Vi = 1,...,n, & detto multi-indice.

Indicheremo la somma delle componenti con |af := > ;.
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Dati una fuzione f = f(z1,...,2,) € un multi-indice «, indicheremo con D* Uoperatore di derivata parziale
multipla di una funzione:

olel
oot ... 05"
Ovvero, si derivera f nella variabile z; per a; volte, in zo per as volte, e cosi via per tutte le componenti del
multi-indice.

Df = f

Definizione 2.56
Siano 2 € R™, ¢y una successione di funzioni in D(Q2), e ¢ € D(R). Sidice che la successione converge
in D(Q) (e si scrivera ¢, — ¢ in D(2)) se sono rispettate le seguenti due condizioni:

1. 3 K compatto, con K < Q, tale che supp ¢, < K Vk;
2. D*¢ — D*p uniformemente in Q (0 in K) Va € N™.

Spieghiamo brevemente il significato di queste due richieste: La prima richiede l'esistenza un insieme limite K
compatto oltre al quale i supporti delle ¢ non si espandono. Considerata la natura delle funzioni D(2), questo
equivale a chiedere che esista una striscia di bordo K¢ = Q\K nella quale tutte le funzioni della successione
si annullano.

La seconda chiede che ogni derivata di ¢, sia essa parziale, multipla e/o mista, converga uniformemente al
proprio limite. In altre parole, & una condizione di convergenza uniforme di ordine infinito.

Si noti come le richieste sulle ¢y, siano particolarmente stringenti, perfino per funzioni gia molto regolari come
le D.

2.3.3 Spazil?

loc

Definizione 2.57
Definiamo lo spazio L? locale come:

LP

loc

(Q):={felP(K) VK cQ, Kcompatto}

Per le funzioni che appartengono a tali spazi, di conseguenza, ci si disinteressa del comportamento sulla
frontiera ma si valuta I'appartenenza o meno in L? solamente all’interno di €.

Come intuibile e chiarificabile dall'esempio seguente, uno spazio generico L} () contiene lo spazio L?(Q)
(per Q misurabili). Sto quindi allargando gli spazi L?, quasi “imbruttendoli”.

Esempio
La funzione f(z) = 1 ¢ L'(0,1) ma f(z) = X € L},
f(x) =e® e L} (R).

loc

(0,1). Allo stesso modo f(z) = e* ¢ L'(R) ma

Lo spazio L € uno spazio vettoriale, su cui tuttavia non & possibile definire una norma. E’ pero possibile avere
una convergenza secondo la seguente definzione:

Definizione 2.58
Diciamo che una successione {u} € Lj, () converge au e L}, () in L}
seu, — win LP YK compatto <

Teorema 2.59: inclusione degli L? locali
Sep>gel<p<oo,allorall () c L. ().

Da questa catena di inclusioni si evince che lo spazio che contiene tutti glialtrié L} _(Q): dunque anche funzioni

loc
“brutte” vi possono appartenere. Come detto prima, quello pit “elitario” € D(Q).
L'obiettivo sara quello di far “combaciare” i due spazi.
Si consideri f € L,.(R2) e ¢ € D(Q). Considerando §, f¢, si ha che questo coincide con lo stesso integrale

calcolato su supp ¢, per le proprieta di ¢ di annullarsi all’infinito.
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Teorema 2.60
SiafelL} (Q): §o, fe=0 VoeD(Q). Allora f = 0 quasi ovunque in €.

loc

Dimostrazione
Per assurdo f # 0 quasi ovunque. Questo significa che 3’ a misura non nulla in cui f # 0. Ma allora
considerando D(Y) si ha che §,, f¢ # 0, da cui segue la tesi.

Considerando f, € L*(Q), §, f¢ = 0 significa che f & ortogonale a L?(2) e dunque f € (L2(Q))L = {0}. (Con
la notazione V* si intende il complemento ortogonale di V, ovvero l'insieme dei vettori di un sottospazio di V/
ortogonali ai vettori di V stesso.)

Ma essendo D(€2) denso in L*(), cio significache f L D(Q) e {, fo = 0Vp € D(Q).

2.3.4 Distribuzioni e spazio D’

Vogliamo ora ampliare ulteriormente la classe L} , la quale, come visto, include molte funzioni “brutte” da

loc’

integrare. Non opereremo un semplice ampliamento come abbiamo nel paragrafo precedente, ma definiremo
un nuovo oggetto matematico, le distribuzioni, che non sono pit funzioni in senso stretto, bensi di una loro
generalizzazione.

Definizione 2.61
Si dice distribuzione su Q un funzionale lineare e continuo su D(2) a valori reali:

A:DQ) >R, o= A=Ap) =Ap())
Per “continuita su D(Q)” si intende che:
pr = ¢ inD(Q) = Alpr) — Ap)
L'insieme di queste distribuzioni € detto D’ (Q2).
Si noti che la “continuita su D(2)” & un concetto identico alla normale continuita delle funzioni a valori reali:

se una successione converge a un limite sul dominio, allora i corrispondenti valori sul codominio convergono al
valore della funzione nel limite.

Le distribuzioni sono dunque degli “operatori” che ricevono in ingresso ¢ = ¢(x), una funzione D(Q), e ad
essa associano un valore reale. Esempi di funzionali gia ben noti (seppure la funzione-argomento non sia
necessariamente D) sono la norma di una funzione rispetto a un qualsiasi spazio LP o il determinante di
un’applicazione lineare.

Per quanto riguarda la linearita, & utile immaginare che siano l'equivalente funzionale del caso delle funzioni
f:R™ — R (invece che D — R): in tal caso, le funzioni lineari sono quelle della forma

flxr, .. o,xn) =@ + -+ apzy +

con @, ..., 0,8 €R.

Si tenga presente che, per quanto riguarda le distribuzioni e in generale negli spazi a dimensione infinita, la
linearita non implica la continuita, come invece succede per le funzioni ad argomento in R®; pertanto &
necessario esplicitare entrambe le richieste. Vediamo un controesempio:

Esempio
Si consideri il seguente funzionale:

+o
A:R® >R, {an} — A{an}) = Z nan,

E immediato capire che A ¢ lineare, tuttavia si pud dimostrare che non & continuo. Infatti, preso un
arbitrario e > 0 e presa la successione a,, = 5%, che appartiene a #%2. Pere — 0, a, — 0in £%, ma
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Aan) =X L — oo perognie.

n=1n

Da questo controesempio si intuisce, tra l'altro, che la limitatezza della A & condizione necessaria per la sua
continuita.

Possiamo ricavare una distribuzione a partire da una funzione:

Teorema 2.62: distribuzione definita da una funzione in L!

loc
Data la funzione u € L}, .(§2) arbitraria, si definisca il funzionale

Aulp) = Lus@

avente u come parametro e ¢ come argomento.
Allora A & una distribuzione.

Dimostrazione
La linearita di A discende immediatamente da quella dell’integrale.
Dimostrare la continuita significa dimostrare la seguente implicazione:

wr — @ inD(Q) — Au(or) = Au(p) ovvero J uUpp — f uP
Q Q

Per farlo, calcoliamo il valore assoluto dell’integrale differenza:

J u(pr — @)‘
Q
= U u(r — w)‘ (ipotesi della convergenza in D)
K
<l xy low = @l e (i (per la disuguaglianza di Holder)
[
<+ —0
—0 pern — +o0

Nell'ultimo passaggio si ¢ fatto uso che u, in quanto appartenente a L}, ., & integrabile su un compatto
e pertanto ha norma finita.

Concludendo, con un lieve abuso di scrittura & possibile affermare la seguente “inclusione”:
Lo () = D'(Q)

Essa nonva presa letteralmente, perché gli insiemi sono composti da due tipi diversi di funzioni. Cio che davvero
afferma & che, data una qualsiasi funzione in L} , si pud costruire una distribuzione ad essa associata; c’e

dunque una relazione iniettiva tra gli spazi L}, ello)c’.
Tuttavia, tale relazione non e biunivoca, ovvero '“inclusione” non e stretta, similmente a quanto succede per
le funzioni lineari da R in R (ad ogni « € associata una f(x) = ax, ma queste non sono tutte le funzioni lineari
possibili: sono escluse quelle della forma f(z) = ax + 3). Introduciamo ora un’importante distribuzione che &

anche un controesempio a favore dell’affermazione delle righe precedenti.

Un altro modo per scrivere la distribuzione A(p) e (A, ¢). Questa notazione prende il nome di crochet o dualita,
e serve a ricordare la linearita e la continuita dell'operatore. Inoltre, se A € L} (), avvalendoci dell’'esistenza

loc

fornita dal teorema, faremo coincidere la distribuzione con il prodotto scalare:

<A,<p>=LA<p

2.3.5 Delta di Dirac
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Definizione 2.63
La delta di Dirac in y, con y € Q < R, e la distribuzione cosi definita:

5y :D(Q) = R, o= dy(p) = ¢(y)

Esercizio
Mostrare che:
8, € D'(Q)

Suggerimento: occorre verificare linearita e continuita del funzionale.

Resta da verificare che:
61! ¢ Llloc<Q)
ovviamente quest’ultima appartenenza non va intesa in modo letterale: L}, . € uno spazio di funzioni mentre §,

: : loc
e un funzionale.

Per assurdo si supponga che §, € L}

loc

1
loc

(Q): esiste dunque una funzione u € L;,  tale che

ply) = L up Ve D)

per via della proposizione 2.62. Presa un’arbitraria funzione ¢ € D(Q\{y}), per la topologia delle funzioni D
e poiché il punto y appartiene alla frontiera della regione di definizione di ¢, necessariamente ¥ (y) = 0. Di
conseguenza

L up=1(y) =0 Wipe DQ\{y})

Ma allora, per il teorema 2.60 si ha che » = 0 quasi ovunque in Q\{y}, ovvero quasi ovunque in Q (il quasi
ovunque non daimportanza ai singoli punti). Avendo ora aggiunto il punto y al dominio, & dunque lecito scrivere
che {,up=0 VyeD(Q),che e falso per ognifunzione tale che ¢(y) # 0: siamo dunque all’assurdo.

2.3.6 ConvergenzainD’

Definizione 2.64
Siano A € D'(2) una distribuzione e w € £ un aperto.
Si dice che la distribuzione si annulla in w se (A, p) =0 Vy € D(w).

Definizione 2.65
Si dice supporto nel senso delle distribuzioni di una distribuzione A € D/'(Q) linsieme
complementare, rispetto a Q, del pit grande aperto in cui A si annulla (nel senso di cui sopra).
Esso si indica con supp A.

Esempio
La delta di Dirac si annulla nell'aperto w = {y}¢ = Q\{y}.
Infatti, per definizione di annullamento {4y, ) = ¢(y) = 0 Yy € D(w), e tutte le funzioni in D(Q\{y}) si
annullano in y per la loro peculiare topologia.
Il supporto della delta e dunque un unico punto: supp d, = {y}.

Definizione 2.66
Sia A, una successione di distribuzioni in D’(Q).
Si dice che la successione converge in D’ () (o converge nel senso delle distribuzioni) se:

M) BN ) VpeDQ)
esiscrive Ay, — AinD'(Q).

Questa e dunque un equivalente della convergenza puntuale nelle funzioni a valori reali, eccetto che quii “punti”
sono funzioni test.
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Teorema 2.67: approssimaziode della Delta di Dirac
Sia v una funzione in L*(R™) (quindi anche in L}, . e D’) tale che u > 0 go e che lullpr gny = 1.

loc

Si definisca la seguente successione di funzioni:
ug(z) = k" u(kz) =0 Vke N

Allora:

(ug, o) = <do, ) = ¢(0) Yo € D(R")

Dimostrazione
Il limite della successione (per k — +o0) & una forma indeterminata 0 - oo (affinché sia L', w infatti
dev’essere necessariamente infinitesima per kxz — +o0), eccetto che in z = 0, punto in cui il limite &
infinito se u(0) # 0. Tuttavia, grazie alla sostituzione y = kx si osserva il seguente risultato:

foulleaoy = [ utho) 7o = [ utpay =1

n

Sia ora ¢ € D(R™) un’arbitraria funzione test. Per dimostrare la convergenza della tesi, & necessario
calcolare il modulo della differenza tra la successione e limite, ricordando che la funzione u € positiva:

= 0) | =| [ () = 0] (i € L)
= J u(kx)p(x) k"dx — @(O)J u(y) dy’ (fu = |u|] =1 peripotesi)
= JRn u(y)e (%) dy — ¢(0) J- _u(y)dy ‘ (sostituendo y = k)

Y . R ).

= =) —(0)]d [ ta dell’int [

fRn u(y) [90 (k) o( )} Y (linearita dell'integrale)
< T) —p(0)|d di lianza triangol
< fRnu(y)|<P(k> o( )‘ Yy (disuguaglianza triangolare)

Utilizziamo ora la convergenza dominata: l'integranda u(y) [¢ (£) — ¢(0)] L5 u(y)](0) — (0)] = 0 per
ogni y su cui u e definita, ovvero go in R™, ed essa e dominata dalla funzione u(y) 2 loll o (e L2 quale

appartiene a L*(R™). E dunque possibile operare lo scambio di limiti:

| u]e (§) =] an | )0~ o)y = 0

Da questa proposizione ricaviamo che la delta di Dirac centrata in O € approssimata da una funzione che tende
all'infinito in O; siccome & noto che 4, si annulla in ogni punto eccetto che in y, si puo affermare che solo
“moralmente” che ¢y valga 0 ovunque all’infuori dello 0, dove vale +oo.

Diamo ora unadefinizione di notevole importanza: vediamo come si comporta la derivazione con le distribuzioni.
A causa della forte irregolarita di questi oggetti la derivazione ha senso solo quando la consideriamo all’interno
della dualita.

Definizione 2.68
Siau € D'(2) una distribuzione e a un multi-indice.
Definiamo la derivata della distribuzione D>u come quella distribuzione data da:

(D%u, ¢y = (—1)1*l(u, D*¢) ¥ ¢ € D(Q)

In un esercizio tale dualita deve essere ulteriormente sviluppata attraverso le formule di derivazione per parti
per poter tornare alla dualita con ¢.
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2.3.7 Valore principale

Studiamo ora il valore principale precedentemente introdotto come una distribuzione.
Si consideri il seguente integrale:
J 1
—dzx
R

E noto fin dall'analisi I che lintegrale diverga, ma essendo % una funzione dispari, sembra naturale che il suo
integrale abbia valore nullo. D’altronde, se si integra sul compatto (—R, R) invece che su tutto R, l'integrale
converge per ogni R perche 1e L} (R),ein particolare ha proprio valore nullo.

loc

Si definisca la seguente funzione indicatrice:

() 1 perlz|>¢
xX) =
X 0 perlz|<e

Definizione 2.69
Il valore principale di 1 & definito nel seguente modo:

1 e
vp <> = lim XeAE) (z)
x e—>0 I

Si noti che XT(””) e L} .(R): linfinitesimo non integrabile per z — 4o & stato eliminato dalla richiesta di
integrabilita locale piuttosto che sull’'insieme illimitato R, e la singolarita in x = 0 & stata eliminata dalla
presenza di x.(z) che € ivi nulla. Pertanto, presa una funzione test ¢ non nulla su un compatto della forma
(—R, R), ladualita pud essere scritta come prodotto scalare:

o

:J z)dx (per un certo R)
R
:J dz (per definizione di x)

5<|z\<R T
J dz — @(O)J 1 dz (/1 = 0selintervallo & simmetrico)
5<|w\<R T e<|z|<R ¥
J @(0) dx (linearita dell’integrale)
5<|x\<R

=20 J (0) dx (integrale ben definito)

|z|<R

Applicare il valore principale & dunque equivalente all’applicare la corrispondente distribuzione. E possibile
dimostrare che il valore principale sia effettivamente lineare e continuo, ma non a supporto compatto.

2.3.8 Funzioni a decrescita rapida e distribuzioni temperate

Nella definizione di funzioni test abbiamo incluso “pochissime” in quanto i requisiti sono estremamente
stringenti: la condizione di funzioni test & estremamente elitaria, per cui pud essere utile trovare un
compromesso che possa includere anche funzioni che, pur essendo “molto lisce” non possono essere
considerate funzioni test. Viceversa lo spazio delle distribuzioni temperate pud essere troppo inclusivo e per
certe applicazioni sono necessarie funizioni con un minimo di regolarita.

Definizione 2.70
Sia f € C*(R™).
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Se V a multi-indice e Ym = 0 abbiamo
|z[" D" f e L*(R")

Allora diremo che f & una funzione a decrescita rapida e indicheremo con S(R™) lo spazio di tali
funzioni.

Dungue questo genere di funzioni vanno a zero velocemente pur non essedo a supporto compatto. Un esempio
puo essere f(z) = e~I=I",

Come abbiamo fatto per le funzioni test, anche per le funzioni a decrescita rapida possiamo definire un tipo di
convergenza:

Definizione 2.71
Sia fx, < S(R™) una successione di funzioni a decrescita rapida.
Diremo che la successione converge a f € S(R") se:

Vm >0 |z|™Df, 2o |z DO f

Notiamo quindi che possiamo scrivere:
D(R™) < S(R™)

Inoltre tutte le successioni convergenti in D lo sono anche in S.

Abbiamo visto una versione “indebolita” delle funzioni test, ora vediamo un’analogo per le distribuzioni che sia
un sottospazione dell’insieme D’'.

Definizione 2.72
Si dice distribuzione temperata un funzionale lineare e continuo su S a valori reali tale che per ogni
successione {fx}r < S(R™) con fr — fin S(R™) si ha:

A:SR™) >R A(fi) = AS)

Indicheremo con §'(R™) lo spazio di tali funzionali.

Definizione 2.73
Sia ug, < S’(R™) una successione di distribuzioni temperate.
Diremo che la successione converge a u € S’(R™) (nel senso delle distribuzioni temperate) se:

(un, f) = Cu, f)  VSR™)
In modo analogo ma opposto a quanto visto prima, abbiamo che
Sl(Rn) c ID/(RH)

in quanto se A : S(R™) — R e una distribuzione temperate allora A : D(R") — R e sicuramente una
distribuzione. Attenzione pero: si pud facilmente verificare che Uinclusione € stretta.
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3 Serie di Fourier e trasformate integrali

3.1 Serie di Fourier

La serie di Fourier di una funzione & la sua rappresentazione sottoforma di combinazione lineare di funzioni
sinusoidali. Riveste una notevole importanza nello studio delle equazioni a derivate parziali, e trova applicazioni
in molti campi dell’ingegneria, dall’elettronica all'informatica.

3.1.1 Base ortonormale

Si e gia visto che una funzione pud essere pensata come un “vettore” di uno spazio infinito dimensionale: per
poter esprimere un vettore come combinazione lineare occorre una base. Omettiamo il procedimento per
ricavare tale base, che mostreremo presto in un teorema; iniziamo con l'inquadrare lo spazio funzionale che
avremo per riferimento, ossia lo spazio L?(0, 2x). Sappiamo gia che L? & ['unico spazio LP con la caratteristica
di essere anche di Hilbert, come prodotto scalare definiamo:

che induce la norma: )
1 T
lal =+ [ P vuer202n)
™ Jo

Passiamo a mostrare la nostra base: ci occorrono dunque dei vettori ortogonali due a due che generino lo spazio
L2: ogni funzione in tale spazio deve poter essere espressa come combinazione lineare di tali vettori, che come
vedremo sono in numero infinito. Nel caso di spazi di Hilbert separabili una base con tali caratteristiche viene
definita hilbertiana. Non mostriamo il procedimento per ricavarla ma la enunciamo direttamente:

Teorema 3.1: base ortonormale per 2
Una base ortonormale di L? rispetto al prodotto scalare (u, v), = % Sg” uv :

1
B= {7 sin x, cos x, sin 2z, cos 2x, sin 3x, cos 3x, - - -

V2

Dimostrazione
Dimostrata la buona definizione del prodotto scalare e della norma indotta vediamo facilmente che B &
una base con una infinitd numerabile di vettori di L2. I suoi vettori sono effettivamente normali:

LI 1/ 1)\? 1 (%
— = - — | dz=1 sin nx 2:7J sinnz)?dz =1
lAl=5 ] () lsimnally =2 | (sina)

e ortogonali dua a due:

1 271' 1 27‘[‘
— —sinnxdx =0 — sinnzsinmxdr =0 n#m
WL V2 ﬂ'L ( )

3.1.2 Coefficienti di Fourier

Abbiamo dunque una base per il nostro spazio di funzioni: ogni funzione nello spazio puo essere espressa come
combinazione lineare degli infiniti vettori di B, e potremo quindi definirlain modo univoco attraverso i coefficienti
della combinazione lineare. Nel caso della base appena mostrata, tali coefficienti sono detti “coefficienti di
Fourier”.

Teorema 3.2: serie di Fourier
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Sia f una funzione in L2((0, 27)). Allora esistono due insiemi di coefficienti: {a,,} e {b,} tali che:

18

flz) = % + [an, cos nz + b, sin nz)

n=1

Dove {a,} e {b,} sono detti coefficienti di Fourier. Rimandiamo a dopo il discorso sulla convergenza della
serie, legata alla buona posizione della definizione. Ci concentriamo ora sull’aspetto piu pratico, ovvero sulla
determinazione di questi coefficienti una volta data la funzione f che vogliamo esprimere con questa
serie.

I coefficienti a,,, b, rappresentano le proiezioni di f rispettivamente sui coseni e sui seni, € pertanto possibile
calcolarli considerando il prodotto scalare indotto dalla norma in L?:

27 27
1
an = (f, cosnz), = — (z) cosnx dz b, = (f, sinnz), = - f(x) sinnzdx
0 0

Il termine ag, corrispondendo an = 0, risulta essere

21
ap = lf f(z)dz

™ Jo

La serie prodotta da questi coefficienti prende la funzione f, “ritaglia” la sua parte compresa fra 0 e 27 essa
coincide con il proprio sviluppo in serie solamente nell’intervallo (0, 27), mentre al di fuori di esso si ripete con
periodicita.

Nella pratica abbiamo spesso a che fare con due casi: quelloin cuiil periodovada0aT, e quelloin cuiil periodo
e centratoin 0.

Primo caso: Se abbiamo una funzione periodica in (0,7") allora useremo le seguenti relazioni :

2

T T T
ag = %L u(x)dx ap = ffo f(x)cos(%rnx)dx by, = %L f(x) sin(Q%nx)dx

Seconda alternativa: Se invece la nostra funzione & periodica in (=%, L), cioé di periodo T centrato in zero,
allora avremo:

2 (2 2 (% 2 2 (2 o
w=2 j u@de  a, =2 f fla)cos(Fnade by = = f F(@)sin( o nz)da

In entrambi i casi la serie di Fourier avra la stessa forma:
0]
2 2
% + lean cos (;mc) + b, sin <;n$>

Osserviamo che nel caso di funzioni dispari, cioe f(—x) = —f(z), valgono per la ricerca dei coefficienti le
seguenti formule:

9 (T
an, =0 bn:TJO f(:r:)sinn—;xdx

Mentre nel caso di funzioni pari, cioe f(—z) = f(x), valgono per la ricerca dei coefficienti queste altre
formule:

2 (T nmx
anszo f(x)COSde anO

Concludiamo questo paragrafo con una piccola osservazione: se f € pari e g dispari si ha

1 s

—| f9=0

ﬂ_ —T
cio significa che L?(—n,7) = P @& D, dove con P @ D si intende la somma diretta tra i due sottospazi
perpendicolari delle funzioni pari e dispari. Si ricordi che uno spazio V & somma diretta di due sottospazi W e
Y se e solo se ogni elemento di V' puo essere scritto come somma di un unico elemento di W e di un unico di
Y.
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3.1.3 Uguaglianza di Parseval

Vale il seguente teorema, simile a una generalizzazione multidimensionale del teorema di Pitagora:

Teorema 3.3: uguaglianza di Bessel - Parseval
Sia f € L*(0,2m) e siano {a,} e {b, } i coefficienti di Fourier di f. Allora vale:

1 o0

27 2

a

A e I
n=1

Sinoti che i coefficienti sono quelli ricavati fra 0 e 27, i primi che abbiamo definito sopra.

Dimostrazione
Applichiamo la definizione di norma e esplicitiamo f con la serie di Fourier:

1 27 1 27
2 1 2 _ 1
== =1

™ Jo

o0
a
?O + Z ay, cosnx + b, sin nx]

n=1

0
% + Z a, cosnx + b, sinnz]

n=1
Osserviamo che, moltiplicando termine a termine quelle due serie, i termini si annullano due a due per
via dell'ortogonalita: ottieniamo che:

1 2m 2
— f [ZO + a3 (sinz)? 4 b3 (cos x)? + a3 (sin 2x)% + b2(cos 2z)? + - - ] dz
™ Jo

& evidente che integrando i termini otteniamo l'ultimo membro della tesi.

Si noti che {a,} e {b,} sono successioni convergenti, appartengono quindi a #2: con questo teorema si € creata
una corrispondenza biunivoca tra L?(0, 27) e £2.

3.1.4 Convergenza

In che senso la serie di Fourier “coincide” con la funzione originale?

Definizione 3.4
Ottenuti i coefficienti di Fourier, definiamo le somme parziali della serie di Fourier come:

k
Sk(x) = % + Z ay, COSNT + by, sin nx

n=1

Vorremmo avere limy_, o Sk (z) = f(z) nel senso della normain L?, quindi: limy_, 4o ||Sk(z) — f(2)|[2. = 0.

Teorema 3.5
Diremo che la serie ha convergenza in media quadratica in (0, 27) se

L[ Ikte) — SRz =0

0

La serie possiede questo tipo di convergenza per ogni f € L?(0, 27).

Considerando la rappresentazione in serie di Fourier si puo subito notare che |a,, cos nz + b, sin nx| < |a,|+|b.|.
Di conseguenza la convergenza delle serie 3 |a,| e 3 |b,| garantisce la convergenza assoluta e uniforme. Si
ricorda che una serie Y.1° a,, converge assolutamente se converge la serie dei moduli 1 |a,|. Cid garantisce la
convergenza totale. Riassumendo si ha che

Teorema 3.6
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Diremo che la serie ha convergenza totale in (0, 27) se

o]
Z lan| + |bn| < o0
1
Osserviamo che derivando la serie di Fourier si ottiene

0
fl(x)= 2 —nay, sin nz + nb, cos nx

n=1

e questa converge se 377 n(lan| + |by]) < .
Dunque possiamo enunciare il seguente risultato:

Teorema 3.7
Una serie di Fourier derivata m volte converge totalmente se:

o8]
an(|an| + |bnl) <
1

Ad ogniderivazione la serie diventa “meno infinitesima” a causa della moltiplicazione per n: questo significa che
a una maggior velocita di decadimento dei coefficienti corrisponde una maggiore regolarita della serie.

Puo interessare anche un tipo di convergenza piu debole, quella puntuale, che la si pud garantire con un
opportuno criterio:

Teorema 3.8
Diremo che la serie ha convergenza puntuale in (0,27) se vale il seguente criterio, detto criterio di
Dirichlet:
Qpnyby | 0

Cio richiede che le successioni convergano monotonamente a O; occorre quindi che siano positive.

Esempio
Si consideri la funzione

fe L*(—m ) infatti || f|[2. =2 {7 _f2=2
f € D cioe & una funzione dispari: a,, = 0 Vn
by = 2 §g f(2)sin(nz)de = —2 [cos(nz)]y = =25 [(-1)" = 1] = Z [1 - (=1)"].

Ho convergenza in L? ma non uniforme: in L* la distanza ||Sx — f||s = 1. Ci0 si poteva capire dal fatto
che f non e continua.

Tutto quanto detto finora sulla convergenza rigurda l'intervallo (0, 27), ma cosa succede sugli estremi di questo
intervallo, cioé dove la serie si raccorda periodicamente?

Definizione 3.9
Un funzione f si dice regolare a tratti su [0, 27] se:

1. f e C0,2x] a meno di un numero finito di discontinuita x;;

2. Vz; esistono finiti i limiti:

lim f(z) lim f(x) lim_ f(x) lim f'(z)

Cio significa che nei punti di discontinuita la serie converge puntualmente al punto medio

f@) + fa7)
2
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3. Serie di Fourier e trasformate integrali 3.1 Seriedi Fourier

ove si e posto f(z*) =lim,_,_+ f(z).
Quindi la serie, quando nei raccordi vi € un salto, assume il valore del punto medio del salto.
Si osserviinoltre che se f & regolare a tratti si ha che f e L2.

Riassumiamo la gerarchia delle convergenze:

Convergenza totale
Zio |an| + 1bs] < o0

—_—

Convergenza uniforme
—

Convergenza in media quadratica
L7 ISk(x) = f(2)Pdz =0

—_—

Convergenza puntuale
Apy by, i 0
(criterio di Dirichlet)

3.1.5 Forma esponenziale

Attraverso la formula di Eulero € possibile esprimere la serie di Fourier attraverso una serie di esponenziali
complessi.

Consideriamo f € L?((0,27)): possiamo ricavare i coefficienti di Fourier {a,},{b,}. Definisco per n > 0
partendo dalle serie dei coefficienti di Fourier altre due serie di coefficienti:

ap — an ay, + an
Cn - C_n _—_—
2 2
Ovvero
! " .f( )[ ; si ]d 1 " f( ) —znxd
Cn = o cosnr — isinnx|dx = > T
1 27 1 o 4

C_n = 27T f( )[COS nx + ¢ sin nx]dx 27r f( ) in g

Ora si osservi che queste serie di coefﬁcienti pOsSsoNo essere umﬁcate" in un’unica serie di coefficienti
indicizzata non pil sui numeri naturali ma sugli interi:

1 27

Cm = 5~ f(@x)e ™ dx YmeZ

Definiamo la serie di Fourier esponenziale:

_ Z Cm eime

meZ

Infine deduciamo l'uguaglianza di Parseval adattata alla forma esponenziale:

i f dx— 2 |cm|2

2
& meZ
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3.2 Trasformata di Fourier

La trasformata di Fourier € un collegamento tra spazi funzionali, rappresenta un metodo utile per risolvere le
equazioni a derivate parziali.

3.2.1 Definzione

La trasformata di Fourier di una funzione si ottiene tramite un opportuno integrale complesso.

Definizione 3.10
Siau e L'(R™), definiamo trasformata di Fourier di u la funzione @ : R* — C

n

Flu(z),€) = a€) = f e~y ) dx

L'integrale converge quando le ipotesi sono rispettate:

7 =1 [e7®Tu(x)| = |u()| € L'(R")

3.2.2 Continuita della trasformata

La trasformata prende una funzione in L': la funzione trasformata a che spazio funzionale apparterra?

Definizione 3.11
Si definisca lo spazio C§ come segue:
CO(R™) := {u e C*'(R"™) : |u(zx)| — 0 quando |z| — o}
Osserviamo che CJ(R™) = L*(R"™); & invece falso che C°(R") = L*(R").

Teorema 3.12: di Riemann - Lebesgue
Siau e LY(R").

Allora
Flu(z),€) € C(R™)
e
|F (u(z), )l ey < ] mn)
Dimostrazione

Continuita della trasformata
Consideriamo la successione convergente &, — ¢ € R™. Osserviamo che e~ %»%y(z) converge a
e~y (x) quasi ovunque grazie alla continuita dell'esponenziale. Inoltre [e~*%u(z)| = |u(z)| da cui
per 'ipotesi possiamo affermare che e~y (z) € L'(R™): cid mi permette di applicare il teorema della
convergenza dominata (2.15):

(&) = f e tue) S| e u(e) = alé)
n Rn
E questo dimostra la continuita.

Disuguagliana delle norme
Per provare la disuguaglianza basta osservare che:

i€) < | fu@lde =l veeR”

Rn

Se @ e minore di ||lul|,. per ogni & allora lo sara anche nel suo estremo superiore essenziale, che € la
normain L.
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Omettiamo la dimostrazione dell’annullamento allinfinito.

Dunqgue capiamo cosa si deve intendere quando diciamo che la trasformata collega due spazi funzionali: la
trasformata di Fourier trasforma una funzione Lebesgue-integrabile in una continua.

3.2.3 Proprieta

Enunciamo i seguenti teoremi che illustrano alcune utili caratteristiche:

Teorema 3.13: proprieta di calcolo
Sianou e L*(R"), x e y € R", A € R™*™ invertibile. Valgono allora le seguenti proprieta:
1. Flu(z —y),&) = eV F(u(x),£)

La traslazione si trasforma in moltiplicazione per uno scalare immaginario e viceversa.

3. Fu(A=tx),€) = | det A|F (u(z), ATE)
Valida e molto utile anche quando n = 1.

4. F(u(z),€) = Flu(x), =€)

Dimostrazione
Dimostriamo tutte le proprieta illustrate:

1.

Flulz —y),€) = j T u(z — y)da

n

= J e Yy (2)dz (cambio di variabile: z = = — y)

= e_if‘yf e~ % u(z)dz

= eV F(u(x), )

2.
F(e¥ u(x),€) = f e TPy () da
R’VL
- J e EV Ty (z)da
Rn,
= F(u(x),§ —y)
3.

Fu(A™ ), €) = J e Ty (A z)de
= | det A] e Ay (y)dy (y=A"'z x=Ay dr=detA|dy)
Rn

= | det A] . eiiATg'Azu(x)dx (x =)

= |det A|F(u(x), AT€)
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4.
Fa@.§) = | e eafaar
:J e ry(z)dr
R’!L
:J e Ty (x)da
R’IL
]-'(u(x), _g)

Teorema 3.14: proprieta di simmetria
Siano w e L*(R™). Valgono allora le seguenti proprieta:

1. Seu(x) = u(y) Yx,y € R™ : |z| = |y| allora a(z) = a(y);
Ossia, se u ha simmetria radiale (u(x) = u(|z|)), allora @& ha simmetria radiale.

Se u € pari allora @ € pari.
Se u € dispari allora 4 & dispari.

Se u & reale e pari allora @ € reale e pari.

ok W

Se u ¢ reale e dispari allora it & reale e dispari.

Trattiamo ora il rapporto fra la trasformata di Fourier e la derivazione: i due teoremi che seguono, in un certo
senso 'uno inverso dell’altro, si occupano di stabilire cosa accade alla derivata della funzione trasformata:
essi mettono in risalto la relazione fra “buona regolarita” e “buon decadimento”, prima e dopo la trasformata.

Teorema 3.15
Siaue L'(R") esiay e R" : |y| = 1. Consideriamo la funzione v(x) = (z - y)u(x).
Seve L'(R")allora3 dyi € CJ(R™) e

Oyi(§) = —1(§)
Se |z|u(x) € LY(R™) allora 4 € C*(R™).

Dimostrazione
Dimostriamo la prima implicazione:  consideriamo il rapporto incrementale e svolgiamo
opportunamente il limite, avvalendoci del teorema di Lebesgue:

a(é +ty) —a() _ f e—ilEHty) T _ it
t " n

e—ztyw —1

n t

e~y (z)dx

u(z)de = J

Osserviamo che: )
e—zty~a: -1

t
Allora, per il teorema di convergenza dominata di Lebesgue:

f e_ity.#e_ii'xu(m)dx — —iJ ey - 2ule)de = —id(E)

Resta da mostrare la continuita: osserviamo che:

et —1
t

<1 < |(cos(A) — 1) 4+ isin(N\)| < |A|
= cos(\)? —2cos(\) + 1 +sin(A)? < \?
= 2(1—cos(\)) < \? e cio e sempre verificato.
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3. Serie di Fourier e trasformate integrali 3.2 Trasformata di Fourier

Quindi possiamo dire che:

efity-m -1

e u(a)| < ly - allu(e)| = Jo()] € L} (&)

Teorema 3.16
Siaue CHR") n L*(R")eyeR" : |y| = 1.
Se dyu € L*(R™) e u(x) = o(|z|*~™) per z — oo, allora

F(oyulx), &) =i(€ - y)u(§)

Dimostrazione

F(oyu(z), &) = J ) e 70, u(x)dx

= i —igw
ngr{l}O . e oyu(z)de

= lim {— f Oy (e*ig'w) u(z)dz + J e S Tu(z)(y - v)S,
R—00 Br oBr

(formula di Gauss Green)

= lim UBR i(€& —y)e S %u(x)dx + 0(1)]

R—
(dal volume delle ipersfere: |e ™| < |u(z)| = o(R" 1))

=i(&-y)a(§)

Possiamo riassumere questi due teoremi in due formule pronte all’'uso per gli esercizi (caso u(x) € R):

Flawuo) = igFw@) ) F ( $u) =65 ().

3.2.4 Convoluzione

Trattiamo brevemente U'operazione di convoluzione.

Definizione 3.17
Siano u,v € L'(R™). Si definisce convoluzione tra u e v la funzione:

(u=v)(x) = J i u(z — y)v(y)dy g.o. in R™

La definizione vale quasi ovunque in quanto non & garantita l'integrabilita del prodotto fra due funzioniin L*. In
particolare, il problema emerge se le funzioni hanno singolarita che vanno a coincidere nel momento in cui si
moltiplicano: cid puo dare luogo a una funzione non integrabile. Questo discorso pu0 pero riguardare al pit un
numero finito di punti, dunque la definzione & sempre quasi ovungue valida.

Teorema 3.18: disuguaglianza della convoluzione
Siano u,v € L' (R™). Allora u=v € L'(R") e

Jusvlpr < fufor vl

Dimostrazione
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Poniamo H (z,y) = u(x — y)v(y), dove (z,y) € R?".
ool = | J(us o)(o)lds
= [ 1] 1t - wotaslas

<[ e =iy

:J |u(y)|J luz — y)|dady (teorema di Fubini)

R~ R~

= f Iv(y)ldyf lu(z)|dz (cambio di variabile)
R R»

= |u]zr Jv] 1

La nostra trasformata ha un’importante proprieta: quella di trasformare la convoluzione in un prodotto. Vale
infatti questo teorema:

Teorema 3.19: trasformata di una convoluzione
Siano w,v € L*(R™). Allora

F((urv)(x),§) = Flu(z),§) - Flu(x), )

Il teorema si dimostra facilmente con l'uso del teorema di Fubini.

3.2.5 Antitrasformata

Occupiamoci ora di tornare alla funzione originale data la trasformata:

Teorema 3.20: di inversione
Sia u(x) € L'(R") tale che F(u(x),£) € L' (R™).
Allora u(z) € C§(R™) e vale la seguente formula di inversione:

1

u(@) = (2m)™

f T Flu(),€) dg

In primo luogo notiamo che il teorema evidenzia la biunivocita dello “scambio di proprieta” tra u(z) e
F(u(z),&): lantitrasformata &€ molto simile alla trasformata, dunque ha le stesse proprieta. Vediamo gia da
questo teorema che il buon decadimento all’infinito della trasformata di una funzione, ovvero l'appartenenza a
L', sitrasforma in buona regolarita della funzione stessa, ovvero 'appartenenza a CJ.

La stessa cosa succedeva nel senso inverso: F : LY(R") — CJ(R™).

Si noti, tuttavia, che il viceversa & valido solo per opportune funzioni u, ovvero quelle la cui trasformata e
integrabile.

Grazie a queste osservazioni e alla formula di inversione si puo iniziare a notare come la trasformata di Fourier
sia una trasformazione in un certo senso simmetrica: la trasformata € molto simile all’antitrasformata per
aspetto e proprieta.

La dimostrazione del teorema fa uso della convoluzione e si effettua verificando con i calcoli la formula di
sopra.

3.2.6 Teorema di Plancherel e altre proprieta

Ci chiediamo se, datau € L?(R"), il seguente integrale sia ben definito:
u(§) = J e Ty(z) da
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La domanda non ¢ banale in quanto siamo su un dominio a misura infinita (R™) e all’infinito vale la gerarchia
opposta degli spazi rispetto al normale caso del dominio finito: non necessariamente una funzione in L? decade
abbastanza velocemente da essere integrabile (ovvero in L) anche se non elevata al quadrato.

Sfruttiamo ora il fatto che D sia un sottoinsieme denso in L? e che D < L': una volta definita la trasformata su
D, potremo definire, “per continuitd”, la trasformata in L? come il limite di un’opportuna successione
approssimante che converge in D.

Teorema 3.21: di Plancherel
Siau e L*(R").
Allorad e L?(R") e
[a]7. = 2m)"™ [ul?-

In altre parole, L? & il “punto di equilibrio” dello scambio di proprieta tra dominio e codominio: la trasformata
manda L? in sé stesso. Questo risultato non & sorprendente, in quanto gia in altre situazioni L? si era dimostrato
uno “spazio simmetrico”.

Dimostrazione
Siau € D(R™). Allora:

Jul2, = f (@) da
R’Vl

- J B u(z)u(z) de (proprieta dei complessi)
= (27lr)n JRn u(@) (fRn eETa(e) dé) dz (formula di inversione)

= (27lr)n JRW u(g) <JRn GHE'IU(@de) d¢ (per il teorema di Fubini)
- (271r)” JRn u(e) (JRR e~ u(x) dw) dg (proprieta dei complessi)
= (2717)” fw a(g)a(e) g (per definizione)

= ﬁ [l (similmente a prima)

La tesi & dunque dimostrata per u € D(R™).
Sia orainvece u € L?(R"), e si prenda una successione di funzioni ¢, € D(R™) tali che ¢y — win L2. Si
definisce ora la trasformata di w come il limite delle approssimanti:

u:= lim @y
k~>+ooso

Per definizione di convergenza in L? si ha dunque che:

2 —na 2 k—+o0 2 —n a2
loklze = @m) 7" |Gkl YE "= ulz. = 2m)~" [l

Sempre in merito alle relazioni fra spazi funzionali operati dalla trasformata di Fourier, si puo facilmente
mostrare che:

Teorema 3.22
Siamo p e g coniugati.
Seu e LP(R™) allora t € LI(R™).
Cosa succede se trasformiamo piu volte la stessa funzione? Noteremmo che vi & una certa ciclicita:

Teorema 3.23: ciclicita della trasformata
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3.2 Trasformata di Fourier 3. Serie di Fourier e trasformate integrali

Se u e L?(R™), valgono le seguenti due proprieta:

Fu(z),€) = 2m)"u(=€) e (2n)*"u(§) = F(u(z),€)
F™ & la notazione per indicare la trasformata di Fourier applicata ricorsivamente n volte.

Si noti che per le applicazioni ricorsive della trasformata & essenziale affinché ogni applicazione abbia
significato: L? infatti & 'unico spazio L? ad essere mappato in sé stesso.

Dalla seconda proprieta si osserva che la trasformata di Fourier “cicla” ogni 4 applicazioni, ciascuno dei quali
aggiunge un fattore moltiplicativo (27)%; in un certo senso, essa sarebbe idempotente (cioé l'identita) se non
fosse per il fattore (27)%".

La prima proprieta evidenzia come dopo 2 sole applicazioni si sia completato meta del suddetto “ciclo”, in una
situazione simmetrica rispetto alla partenza, nel senso che & stato aggiunta la potenza n-esima di 2z (su un
totale di 2n) e l'argomento & opposto. Queste considerazioni sono ulteriore evidenza della simmetria
intrinseca della trasformata.

Mostriamo una proprieta concettualmente analoga alla formula di integrazione per parti per il calcolo degli
integrali:

Teorema 3.24: di trasformazione per parti
Siano u,v € L*(R™).
Allora

Dimostrazione
Utilizzeremo il teorema di Fubini e le proprieta dell’antitrasformata:

f ufa)o(z) d
_ f (a) ((2@—" J ae)es dg) dz (antitrasformata)
:Jna(g) (2m)~" (Jneif'wﬁ(x) dx) d (per il teorema di Fubini)
- f e v(e) de (antitrasformata)

Tutti i passaggi tra integrali sono leciti perché le funzioni sono in L'.

3.2.7 Trasformatain S’

Si pud mostrare che la trasformata di una funzione in S (ovvero a decrescita rapida) € ancora in S.
Intuitivamente, questo funziona perché la trasformata scambia decadimento con regolarita e viceversa, e le
funzioni in § hanno entrambe le qualita, essendo C* e decadenti pit velocemente di ogni potenza. Si puo
dunque definire la trasformata di un oggetto in S’:

Definizione 3.25
Sia A € 8§’ una distribuzione temperata.
Si definisce la trasformata di Fourier della distribuzione temperata A la seguente distribuzione
temperata:

A,y =(\3) VYpeS

La dualita sopra riportata € sempre ben definita in quanto ogni funzione a decrescita rapida ammette
trasformata di Fourier (in senso proprio). Si noti inoltre che la proposizione 3.24 & il caso particolare nel quale
entrambe le funzioni nella dualita sono integrabili.

Verifichiamo ora che la trasormata cosi definita sia effettivamente continua, come richiesto a una distrﬁauzione.
Si prenda una successione ¢y, € S tale che ¢, — ¢ in' S. Presa una generica distribuzione temperata A € &, si
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ha che:
A, o — @) = (A o — ) S (A,0)=0  (continuitd)

Esempio
Calcoliamo la trasformata di Fourier della delta di Dirac §,, che sappiamo essere inclusa in §’. Presa
una funzione p € S:

<gy’ @) =Xby, 0) = (P)(y) = J eV rp(x)dr = (e, p)

n

In altre parole F(6,,x) = e~"*, e in particolare 30 = 1. Si prosegua calcolando la trasformata della
trasformata della delta. Anzitutto si ricordi che, per la formula dell’antitrasformata:

__1 it . _ 1 (5
P0) = g | RO U — 90) = o | Ble)ae

Pertanto, presa p € S:
Q)= L) = | 16(6)dé = (2m"p(0) = ((27)"00. )

Riassumendo, 1 = (27)"d. Le trasformate di altre costanti discendono immediatamente per linearita.

3.2.8 Risoluzione di equazioni differenziali

La trasformata di Fourier ha molte proprieta che la rendono un utile strumento nella risoluzione delle
equazioni differenziali, in particolare la linearita e la trasformazione dell'operatore di derivazione in un
prodotto. In generale, data un’equazione differenziale (EDO), il procedimento per risolverla mediante la
trasformata e:

EDO 2> EQalgebrica 2%  soluzione EQ F~, soluzione EDO

Esplicitiamo il procedimeto: cerchiamo la soluzione y = y(z) di
ary™ + -+ ary' + agy = f(z)

Applicando la trasformata di Fourier a entrambi i membri si ottiene:

~

an(i€)" §(&) + -+ - + ar1ig Y(§) + aoy(§) = f(§)

Ora si puo risolvere in 7 e applicare I'antitrasformata per ottenere la soluzione:

f©
Zﬁ:o Qnp (lf)n

. )
r)=F 1 —"> 2
y( ) (Zi—o an(if)n )

Naturalmente il metodo delle trasformate funziona solo se tutte le proprieta sono applicabili, tutte le funzioni
sufficientemente regolari e integrabili; ovvero, € necessario anche che la soluzione ammetta trasformata, anche
se questo si pud stabilire solo a posteriori.

y(&) =

Da cui
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3.2.9 Relazione tra serie e trasformata di Fourier

La trasformata di Fourier ha una forte relazione con la serie omonima. Abbiamo definito la serie esponenziale

come:
1 2

f@)= ) em ™ con em = oo 0 f(@)e ™ dz VYmeZ

Si pud immediatamente notare che per una funzione f opportuna vale la relazione:

) T/2 )
F(f(x),€) = j e f(z)da = f e f(2)da

—T/2

e dunque in questo caso:
2mm

1
Cm = T]:(f(x)v T )
La funzione f“opportuna” &€ quella non nulla solo nell’intervallo[—%, g] Quindi operativamente posso trovare
cm Seintegro fra gliestremi dell’intervallo di periodicita. La relazione fra serie e trasformata si manifesta quando
ho una funzione non nulla solo in un’intervallo e la serie mi restituira una funzione periodica di quell’intervallo
uguale alla funzione trasformanda in quell’intervallo. Questo il legame fra i coefficienti di Fourier della serie
esponenziale e la trasformata di Fourier.
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3.3 Trasformata di Laplace

In questa sezione trattiamo di un’altra trasformata integrale, la trasformata di Laplace. Come la trasformata di
Fourier e un’applicazione fra spazi funzionali realizzata grazie a un opportuno integrale.

3.3.1 Definizione

Definizione 3.26
Siaue L}, .(R) tale che suppu < [0, 4+00) nel senso delle distribuzioni (si puo ovviare moltiplicando per
H(z) funzione di Heaviside);

Se esistono dei valori A € R tali per cui e *u(t) € L*(R) i quali hanno come estremo inferiore A, (u)
detta ascissa di convergenza, diremo che u € una funzione Laplace trasformabile e definiamo Vs € C

tali per cui Re s > ), la trasformata di Laplace come la funzione:

+o0
L(u(t),s) = L e Su(t)dt seC

Quali funzioni non sono L-trasformabili?

Teorema 3.27
Siawe L}, .(R) consuppu < [0, —0), m > 0.

Se esiste )\ € R tale che:
lu(t)] < meM VteR

allora u & Laplace trasformabile con ascissa di convergenza A, (u) < .

E questo si evince dalla definizione. Facciamo qualche esempio.

Esempio )
Un esempio di funzione non Laplace trasformabile & u = e, in tal caso A, (u) = +o0 e dunque #) € R.
Un esempio di funzione sempre Laplace trasformabile & u = e~*’, in tal caso Ao(u) = —oo e dunque

posso trasformarla VA € R.
Considerando u = ¢ avremo A, (u) = 0, dunque € Laplace trasformabile.

3.3.2 Proprieta

Studiamo alcune proprieta:

Teorema 3.28: proprieta di calcolo
Sia u una funzione Laplace trasformabile. Valgono allora le seguenti proprieta:

1. Vto > 0 lafunzione ¢t — u(t — to) e trasformabile e:
L(u(t —tg),s) = e 5L (u(t), s) per Res > A\ (u)
2. Vs € C lafunzione t — e*oy(t) e trasformabile e:
L(e*tu(t),s) = L(u(t),s —so)  per Res>Resy+ A\ (u)

3. Ve > 0lafunzione t — u(ct) & trasformabile e:

Clulet),s) = Scu(t), %) per Res> cha(u)

Cc C

Dimostrazione
Dimostriamo tutte le proprieta illustrate:
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+00
= f e Stu(t — to)dt (avendo traslato il supporto di u)
t

= f ety (r)dr (cambio di variabile: 7 = t — to)

o

= L(u(t),s — so) VYRes>Re s+ A\g(u)

+o
Llulet), s) = L e=tu(ct)dt

== J e *eu(r)dr (cambio di variabile)
1 s
= —L(u(t),—-) Res>cA(u)
C C
Riportiamo alcuni esempi di trasformate:

Esempio
Trasformiamo la funzione u = 1. Per adattare il supporto usiamo la funzione Heaviside.

—00
LZ(H(t),s):J et M=0 VRes>0
0
k
= lim e stdt
k—+o0 Jg
_st1k
= — lim { ]
k—+o0 S 0
efsltfiszt k
~ _ lim {]
k—-+4ow0 S 0
_e—Slk—iSQk 1 k
~ lim [+]
k—400 S S 0
_ 1
s
Esempio
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Trasformiamo la funzione u(t) = cos(wt).

twt —iwt
L(H(t)cos(wt), s) = c(zﬂﬂ%, s)
1. 1 _
= 5/5(6“”, s) + 55(67“‘”, s)
11 11
2s—1w 2s+iw
S

s2 4 w?

Da ora la funzione di Heaviside verra sottointesa.

Esempio
Calcoliamo la trasformata della distribuzione §, delta di Dirac, iniziamo col definire la funzione:

1
= t
Ue(t):{s O<t<e

0 altrove

Con un opportuno passaggio al limite possiamo ottenere la delta a partire da questa funzione.
Trasformiamo:

£(8,15) = £(lim ue(). 5

€ ,—st
= lim dt
e—0 0 €
) e—%€ — 1
= hm E—
e—0 —SE€
=1

In generale abbiamo che:
£(5t07 8) = e_tos vt() >0

Riportiamo alcune trasformate di Laplace notevoli:

n n! o M(a+1)
L‘(t,s):sn+1 conneN ,C(t,s):SaT cona >0
. 1 i B 1
E(Slnt, S) = 1 i 32 L(Slnwt, S) = m
s
L(cost,s) = e L(coswt, s) = e

3.3.3 Derivazione

Mostriamo un risultato legato alla derivazione:

Teorema 3.29
Sia u una funzione Laplace trasformabile. Allora:

1. L(u(t),s) € H(Re s > \,(u)) (€ olomorfa sul semipiano complesso)

2. tu(t) & trasformabile e vale la formula

Dimostrazione
Dimostriamo solo la formula al secondo punto:
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d _ i L(u(t), s +h) = L(u(t), s)
L(u(t).s) = lim )
. 0 e—st(e—st _ 1)
%13% . Z u(t)dt
o]
= ff e tu(t)dt
0
Esempio
Usiamo il teorema per calcolare la trasformata di u(t) =t H(t):
d d1 1
L{EH(b),5) = =T LIH(E),8) = =~ = 5

Esercizio
: , , N — %
Sitrasformi un generico polinomio: >, axt®.

Soluzione £ (H (t) X3/ aktk, s) =X V Res > 0

ap k!
=0 Gk+1
Enunciamo un importante risultato:

Teorema 3.30
Siau(t) € C*([0,0)) Laplace trasformabile. Sia inoltre H (t)u/(t) anch’essa Laplace trasformabile.
Allora:

1. Postou(0") = lim wu(t) si ha:

t—0+

L(u'(t),s) = sL(u(t),s) —u(0T) VseC, Res>max{\,(u), \o(u)}

2. Vale la formula del valore iniziale:

w(0+) = lim sC(u(t),s)

Re s—+00

3. Vale la formula del valore finale, purché H(t)u'(t) € L*(R):

lim w(t) = lim sL(u(t), s)

t—400 s—0

Dimostrazione
400
LOL (), 5) = J et/ ()t
0
k
= lim | e /(t)dt
k—-+o0 0
¥ t t k
_ 1 —s —s | tt
k}fw{sjoe u(t)dt + [e=tu(t)]") (vedi sotto)

= sL(u(t),s) —u(0T)

Nel quarto pasaggio abbiamo [e~*u(t)]y = e~**u(k) — u(0+). Poiché u € L' allora kmf e~*ku(k) = 0.
it

Quindi si ha anche che L£(v/(t), s) — 0 quando Re s — 400.
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Trasformata di Laplace

lim s£(u(t),s) = u(0T) + lli% L(u'(t),s)

s—0
+00

=u(0T) + lir% e "/ (t)dt
s—0 J,

+00

=u(0") + J o/ (t)dt

0
= u(40)

Corollario 3.31
Siano u,u’,u”, ...,u® funzioni Laplace trasformabili.
Allora:

Jj=1

3.3.4 Convoluzione

k
LwP(t),s) = s"L(u(t),s) — Y FTul7D0T) ¥V Re s > max{Aq(u), Ao (), Xa(u"), ..., A (u™)}

Come quella di Fourier, anche la trasformata di Laplace ha un legame particolare con l'operazione di

convoluzione.

Teorema 3.32: convoluzione della trasformata di Laplace
Siano u e v due funzioni Laplace trasformabili.
Allora la loro convoluzione u = v € trasformabile e vale la formula:

L((ux0)(t),5) = L((w)(t),5) - L((v)(F), 5)

Dimostrazione
In primo luogo dimostriamo che la convoluzione & Laplace-trasformabile:

+o0 +o0
<www=f mwwww@:j ult — y)o(y)dy

—o0 0

In quanto supp(v) < [0, +o0].

Osserviamo che quando ¢ < 0 abbiamo (u = v)(¢) = 0. Inoltre, poiche anche supp(u) < [0, +] e poiché

set < Oallorat —y < 0,quandot > 0« e non nulla fino at, e dunque:

t

<uwww=fua—wmw@

0
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Possiamo quindi passare a dimostrare la formula:

+o0
L((u=v)(t),s) = f e S (u+v)(t)dt

+00 t

= J e st J u(t —y)v(y)dy dt (definizione di convoluzione)
0 0
~+0 ~+0

= J e st J u(t —y)v(y)dy dt (vedi prima parte della dimostrazione)
N

= J v(y) f e St —y)dy dt (teorema di fubini)
N

= f v(y) J e STy (r)dr dy (cambio di variabile: 7 =t — y)
T ke

= J efsyv(y)dyf e *Tu(r)dr
—0o0 —00

3.3.5 Antitrasformata

Come possiamo antitrasformare una funzione? Quando possiamo farlo? Noteremo un importante legame fra
la trasformata di Laplace e quella di Fourier.

Osserviamo che presa una funzione u Laplace trasformabile tale per cui U funzione complessa sia la sua
trasformata, abbiamo che:

—+00

Ul + i) = U(s) = |

e *tu(t)dt = j e Whe Ty (t)dt = Fe ™ u(t),y) x> Na(u), suppU < [0, +o0)
0

R

Abbiamo trovato un legame con la trasformata di Fourier! Gia sappiamo antritrasformare con questa
trasformata: possiamo sfruttare questa conoscenza per ricavare l'antitrasformata di Laplace. Iniziamo con
antritrasformare secondo Fourier:

1 .
e tu(t) = o fR e"tU (z + iy)dy

Da cui: 1
u(t) = Py .[R e (2 + iy)dy
Attuiamo un cambio di variabile ponendo s =z +iye ', = {s =« + iy; z,y € R}:
1
t) = U (s)d
u(t) 273 J;. e’'U(s)ds

Ricordiamo che U(s) € H (Re s > A\,(u)), inoltre affiché U(s) sia in L' & sufficiente che soddisfi la seguente
disuguaglianza:

Ricapitoliamo con questo teorema:

Teorema 3.33: antitrasformata di Laplace
SiaU(s) con s € Cunafunzione complessataleche U(s) € H (Re s > A\, (u)) (olomorfain un semipiano).
Supponiamo che esistano ¢ > 0 e « > 1 tali per cui:

U(s)] <

1+ s

Allora esiste ed € unica la funzione u(t) tale che U(s) = L(u(t),s),e postoT, = {s =z +iy;z,y e R} e
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data dalla formula:

67



3.3 Trasformata di Laplace 3. Serie di Fourier e trasformate integrali

Prontuario salvavita dello studente

Topologia e insiemistica

Un punto z si dice internoad Ase3 U (z) : U (z) < A.
Un punto z sidice esternoad Ase3 U (z): U(x)n A= (.
Un punto x appartiene alla frontiera di A se non & esterno né interno, e scriveremo: x € dA.

Un insieme A si dice aperto se contiente tutti i suoi punti interni, scelto cioé un qualunque punto z € A allora
esiste un intorno U, tale che U < A.

Un inseme A si dice connesso se, presi due suoi punti, questi si possono congiugere tramite una linea di punti
tutti contenuti in A, oppure, in alternativa, se non puo essere rappresentato come unione di due insiemi non
vuoti e separati.

Un insieme A si dice semplicemente connesso se ogni curva chiusa al suo interno puo essere deformata con
continuita in un punto (intuitivamente “non ha buchi”). Attenzione pero al caso tridimensionale: se all’'interno
vi sono delle “bolle” U'insieme & semplicemente connesso, non lo e se vi sono delle cavita che attraversano
I'insieme da parte a parte, come in un toro.

Concetti vari di analisi

Formule di Eulero Relazione tra funzioni goniometriche e funzione esponenziale:

ez’am = cosazx + isinax = cosh(iam) =+ sinh(iozx)

iax s ar _ o, g
cos(ax) = e—l—% = cosh (i) sin(ax) = GQﬂ = —isinh(iax)
i

Limiti notevoli da cui si possono ricavare agevolmente gli asintotici.

Perz — 0:
-lim%:a c(l+x)*—1~azx
. lim%:l s sinz ~x
« lim =62 = 0 « (vedi successivo)
-liml_;%:% -1—cosx~%x2
o lim 2z — ] « tanz ~ 2
. limami& =1 e arcsinx ~ x
. limwfr‘$ =1 - arctanx ~ x
. lim a"zfl = In(a) ca®—1~zln(a)
. lim 20+2) _ 4 *In(l+2)~2

T

Teorema di Schwarz Se f, . € fi,,, esistono in un intorno di = e sono continue in 2z allora
fr,en (&) = fa,z,; (x). In altre parole, la matrice hessiana associata a f &€ simmetrica.

Forme differenziali Sia F = iF; + jF5 + kF3 un campo vettoriale.
Siassocia ad esso la forma differenziale w = Fydx + Fody + F3dz.
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weesattased f:w=df = fedz+ fydy + f.dz.
w e chiusase V x F = 0.

w forma differenziale esatta = w forma differenziale chiusa.
w forma differenziale chiusa definita in un aperto semplicemente connesso = w forma differenziale esatta.

Convoluzione Siano u e v due funzioni in L*(R™). La convoluzione & definita come:
(s 0)@) = [l = vty

Funzione Gamma e Fattoriale La funzione Gamma di Eulero € definita come:
+00
I'(s) = f tslemtdt
0

Vi e uno stretto legame fra la funzione Gamma e il fattoriale:
I'n+1)=n! VneN

Questo legame si pud dimostrare facilmente, infatti integrado per parti si ottiene che T'(s + 1) = sT'(s) e segue
I'(s) = " da cui...
Esiste inoltre un’approssimazione del fattoriale noto come approssimazione di Stirling:

— n\"
n! =" V2 <7)
e

Coefficiente e teorema binomiale I| coefficiente binomiale & definito come:

(1) = o

Il teorema binomiale (formula di Newton) consente di individuare lo sviluppo della potenza n-esima di un

binomio: .
~ [n
a -+ b n _ anfkbk:
@i =3 (})

Serie di potenze

I teoremi e le regole valide nel campo reale si mantengono tali anche in campo complesso.

Convergenza delle serie di potenze

Sia f(z) = Zfo an(z—20)"™ laserie sviluppo diunafunzione f centratain z,. Il luogo degli z in cui essa converge
e influenzato da una quantita R detta raggio di convergenza:

- la serie converge ¥ z nel disco di convergenza |z — zp| < R;

- la serie diverge V z nell'area esterna al disco di convergenza |z — z| > R;

« il carattere della serie non & determinabile a priori sulla circonferenza-bordo del disco di convergenza
|z — z0| = R, ove e necessario analizzare caso per caso.

Per il calcolo del raggio di convergenza R risultano utili le seguenti formule:

1 .
— = lim
n—-+0o0

an+1
Qn

bl

formula di Cauchy-Hadamard : % = limsup {/|ay|

n—-+0o0
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Sviluppi notevoli centrati nell’'origine

Si supponga zy = 0 per semplicita di scrittura.

+0 _n

z
e* = 2 —
n=0 n!
+o0
—1)n
sinz = Z 72( )1 '227”1
n=0( n+1)!
+0
(71)”‘ 2n
COSz = Z
= (2n)!

‘FZOO Z2n
cosh z = —
= (2n)!

1 400
_ n
172_22
n=0

Serie prodotto

Il prodotto di due serie si pud scomporre come:

+00 +o0 +00
<Z an> (Z bn> = Z ¢, CONncy,
n=0 n=0

n=0

ha R =+
ha R =+
ha R =+
ha R =+
ha R =+

ha R = 1 e non converge sul bordo

n
D7 akbn i
k=0

La serie prodotto converge se e solo se almeno una delle due serie originali converge assolutamente.
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